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VORREDE.

Anmnn~nn
.

Dieses Lehrbuch verdankt seine Entstehung den Uni-
versitits- Vortrigen, welche ich in Konigsberg, Halle und
Heidelberg iiber die analytische Geometrie-des Raumes ge-
halten habe, um meine Zuhorer in die analytisch-geome-
trischen Theorien einzufiihren, und sie zu selbststindigen Un-
tersuchungen in diesem Gebiete zu veranlassen.

Es setzt die Bekanntschaft des Lesers mit der Diffe-
rential - Rechnung voraus. Zwar findet man am Ende der
21., 22. und 23. Vorlesung einige Integral-Formeln von
Lamé und von Jacobi, jedoch lassen sich diese Stellen
ohne Beeintrichtigung des Zusammenhanges auch” iiber-
gehen. Um aus der Geometrie der Kegelschnitte nichts
mehr als die Elemente vorauszusetzen, ist in der 21. Vor-
lesung das analytische Problem der Hauptaxen der Kegel-
schnitte im Zusammenhange mit den confocalen Kegel-
schnitten und den elhptxscheh pCoordmaten nachgetragen

. ‘e

. worden. TEE - . -

Die Symmetrie neben ¢ ‘1"~ Dua.htat der Behandlungs-
weise, welche sich mit 1hren Cbpﬁeguenzen durch das ganze
Buch hindurchzieht, wird zu¥’ félchk’eren Auffassung erheb-
lich beitragen, und dasselbe vorzugsweise als ein Lehrbuch
der genannten Disciplin empfehlen.
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Erste Vorlesung.

Einleituﬁg.

Die Aufgabe der analytischen Geometrie ist eine vierfache.
Sie lehrt erstens gegebene Figuren durch Gleichungen ersetzen,
zweitens transformirt sie diese Gleichungen in Formen, die _siéh
fir die geometrische Deutung eignen, drittens vermittelt sie den
Uebergang von den transformirten oder gegebenen Gleichungen
zu den ihnen entsprechenden Figuren. Da die - transformirten
Gleichungen aber aus den durch die Figur gegebenen Gleichun-
gen folgen, so ist auch das geometrische Bild der transformirten
Gleichungen, das ist eine zweite Figur, eine Folge der gegebe-
nen. Diese Folgerung einer zweiten Figur aus. einer gegebenen

nennt man einen geometrischen Satz. Sie lehrt also viertens mit -

Hilfe des Calculs auch geometrische Satze folgern.

Als Halfsmittel zu den genannten Zwecken dient das Coor-

_dinaten-System von Cartesius. Im engeren Sinne versteht

man darunter drei auf einander senkrecht stehende feste Ebenen,
Coordinaten-Ebenen. Die Schnittlinien je zweier von ihnen
heissen Coordinaten-Axen. Der den drei Coordinaten-Axen
gemeinschaftliche Punkt wird der Anfangs-Punkt des Syste-
mes genannt. :

Die drei von einem gegebenen Punkte auf dig Coordimaten-
Ebenen gefallten Lothe, Coordinaten des Punktes, sind durch
die Lage des Punktes bestimmt. Umgekehrt wird die Lage des
Punktes durch diese Lothe unzweideutig bestimmt sein, wenn
nicht allein die Grésse, sondern auch die Richtung dieser, den

Coordinatenaxen parallelen Lothe gegeben ist.
Hesse, Analyl. Geowelr. 1

.
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Um die Richtung der genannten Lothe zu definiren, denke
man sich, dass jede der drei Coordinatenaxen aus zwei vom
Coordinatenanfangspunkte nach entgegengesetzten Richtungen aus-
gehenden Strahlen zusammengesetzt sei. Die eine, gleichviel
welche, wird als die positive, die andere als die negative Rich-
tung der Coordinatenaxe angenommen. So oft nun eines der drei
Lothe der Richtung der ihm parallelen Cordinatenaxe entgegen-
gesetzt ist, erhilt es das positive Vorzeichen, im anderen Falle
das negative. Nach diesen Festsetzungen hat jeder. Punkt des
Raumes seine bestimmten Cogordinaten, und jede drei reellen
Grossen konnen als die Coordinaten eines bestimmten Punktes
angesehen - werden. ' ] .

Die Coordinaten eines beliebigen Punktes im Raume be-
zeichnet man mit den Buchstaben «, y, z. Die ibnen paral-
lelen Coordinatcnaxen werden respective die x Axe, die y Axe,
die z Axe genaunt. Die Goordinatenebenen endlich werden durch
zwei der genannten Buchstaben bezeichnet nach den Coordinaten-
axen, welche i ihnen liegen.

.. Man kann aber die Coordinaten eines gegebenen Punktes
noch auf eine zweite Art bhestimmen, die in manchen Fillen den
Vorzug verdient vor der angegebenen Bestimmungsweise. Fallt
man namlich drei Perpendikel von dem gegebenen Punkte auf
die drei Coordinatenaxen, so sind die Abschnitte auf den Coor-
dinatenaxen vom Anfangspunkte des Systems gerechnet den Coor-
dinaten des Punktes gleich, wenn man festsetzt, dass diese Ab-
schnitte positiv zu nehmen sind auf der positiven Seite der Axen,
dagegen negativ anuf der negativen Seile. Es steht daher auch
frei diese Abschnitte als die Coordinaten des Punktes zu betrachten.

Sind demnach a, b, ¢ die Coordinaten eines gégebenen Punk-
tes im Raume, so sind die drei Gleichungen:

-

x=a, g=0b, z=c

der analytische Ausdruck des Punktes, und umgekehrt ist ein
ganz bestimmtier Punkt des Raumes das geometrische Bild fir
diese 3 Gleichungen in der Voraussetzung, dass «, b, ¢ gegebene
reelle Grossen bedeuten. Dieser Punkt liegt in -der yz Ebene
weun a =29, er liegt in der -z Axe wenf a=b=o, er
ist endlich der Anfangspunkt des Coordinatensystems wenn

a — == C =— 0.

’ 4
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Wenn also ein bestimmter Punkt im Raume das geometrische
Bild ist jener drei Gleichungen, so drangt sich zunachst die Frage
auf, welches das geometrische Bild sei einer dieser Gleichungen,
zum Beispiel der Gleichung:

x = a.

Die Coordinaten =, y, z aller Punkte, die in einer der y zEbene
parallelen und von ihr um den Abstand a entfernten Ebene lie-
gen, geniigen dieser Gleichung und umgekehrt alle Punkte, de-
ren Coordinaten dieser Gleichung geniigen, liegen in der genann-
ten Ebene. Aus diesem Grunde wird die angegebene Gleichung
die Gleichung jener Ebene genannt. Sie ist der ‘analytische Aus-
druck fiir die Ebene, weil die Coordinaten aller Punkte in ihr
der Gleichung geniigen, und die Ebene ist das geometrische Bild
der Gleichung, weil alle Punkte, deren Coordinaten der Gleichung
geniigen, in der genannten Ebene liegen. In dieser Weise sind
y = b und z = ¢ die Gleichungen zweier Ebenen, die von den
Coordinatenebenen zx und «y um b und ¢ abstehen und ihnen
parallel sind.

Pie Coordinaten ailer Punkte der Schnittlinie der beiden
Ebenen y=» und z=/¢ geniigen zugleich den beiden Gleichungen: °

L y=b, z=¢

und wngekehrt alle Punkte, deren Coordinaten den beiden Glei-
chungen zu gleicher Zeit geniigen, liegen in jener Linie. Diese
beiden Gleichungen sind daher der analytische Ausdruck fur jene
Linie und umgekehrt. Die angegebenen beiden Gleichungen
nennt man daher die Gleichungen der geraden Linie, in welcher
sich die beiden Ebenen schneiden.

Wenn man diese Betrachtungen ausdehnt, so sieht man, dass
eine Gleichung zwischen den Coordinaten x, y, z eines Punktes
das Aequivalent ist fui eine raumliche Fliche, Oberfliche; dass
zwei Gleichungen derselben Art eine Curve, die Schnittcurve der
beiden Oberflichen darstellen, von denen jede durch eine der
genannten Gleichungen ausgedriickt ist; dass endlich drei Glei-
chungen analytisch diejenigen Punkte darstellen, in welchen sich
die drei durch die drei Gleichungen ausgedriickten Oberflichen
schneiden.

1*
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~

" Die Coordinaten eines Punktes sind auch unzwéideutig durch
irgend drei lineare Gleichungen zwisclten diesen Coordinaten be-
stimmt. Die geometrische Bedeutung einer dieser linearen Glei-
chungen ist die zunachst liegende Frage, deren Beantwortung in
der nachstfolgenden Vorlesung erfolgen soll, nachdem wir einige
Fundamental-Satze und -Aufgaben vorausgeschickt haben, die hier
und in der analytischen Geometrie wberhaupt von Hhaufiger An-
.wendung sind.

(1)...Die senkrechte Prejection einer begrenzten ge-
-raden Linie auf eine unbegrenzte andere ist -
gleich der begrenzten geraden Linie multipli-
cirt mit dem Cosinus des Neigungswinkels bei-
der-geraden Linien. -

Wénn man von den Endpunkten einer begl"e.nzten geraden
Linie Lothe fallt auf eine unbegrenzte, so ist das zwischen den
Fusspunkten der Lothe liegende Stiick der unbegrenzten geraden
Linie die senkrechte Projection der ersteren. Im Falle der eine
Begrenzungspunkt der erstern in der unbegrenzten geraden Linie
liegt, ist der angegebene Satz nichts anderes als der Ausdruck
der Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks durch die Hypotenuse
und den eingeschlossenen Winkel. Um den Satz auf diesen Fall
zuriickzufithren, lege man zwei Ebenen durch die Endpunkte der
begrenzten geraden Linie, senkrecht gegen die unbegrenzte ge- -
rade Linie. Das zwischen diesen Ebenen liegende Stick der un-
begrenzten geraden Linie wird die gesuchte senkrechte Projection
sein. Ihr gleich sind alle durch die beiden Ebenen begrenzten
Stiicke der mit der unbegrenzten Linie parallelen Linien. Wahilt
man aber unter diesen parillelen Linien gerade die, welche durch
einen Endpunkt der begrenzten Linie geht, und nimmt far die
senkrechte Projection das von den beiden Ebenen begrenzte Stick
dieser Linie, so hat man den erwahnten Fall. Denn man nennt
" Neigungswinkel zweier gegebenen geraden Linien, die sich nicht
schneiden, den Winkel, der durch zwei gerade Linien -gebildet
wird, die den gegebenen parallel von ein und demselben Punkte
ausgehen. Das sind hier die -begrenzte gerade Linie und die
mit der anbegrenzien parallelele Linie, welche durch den einen
Endpunkt der epsteren gelt,
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2)...Die senkrechte Projectiovn einer begrenzten
Ebene auf eine unbegrenzte andere ist ihrem

Flacheninhalte nach gleich dem Flacheninhalte -

der begrenzten-Ebene multiplicirt mit dem Co-
sinus des Neigungswinkels beider Ebenen.

Wenn man von sammtlichen Begrenzungspunkten einer be-
grenzten Ebene Lothe fallt auf eine andere unbegrenzte Ebene,
so begrenzen die Fusspunkte -der Lothe eine Figur in der un-
begrenzten Ebene, die man die senkrechte Projection der be-
grenzten Ebene nennt. Da man jede begrenzte Ebene durch
gerade Linien in Dreiecke zertheilen kann, die als die Elemente
der begrenzten Ebene zu betrachten sind, so braucht man den
angegebenen Satz nur fiir ein Dreieck nachzuweisen, selbst nur
fir ein Dreieck, dessen Grundlinie der unbegrenzten Ebene pa-
rallel ist. Denn das Dreieck lasst sich noch durch eine, durch
eine Ecke desselben gelegte mit der’ unbegrenzten Ebene paral-

lele Linie in zwei Elementardreiecke zerlegen, deren gemein- ~

schaftliche Grundlinie der unbegrenzten Ebene parallel ist.

Ein solches Elementardreieck hat aber mit seiner senkrech-
ten Projection gleiche Grundlinie und die Projection der Hohe
ist die Hohe des projicirten Dreiecks. Die projicirte Hohe ist
aber nach (1) gleich der Hohe des Eleméntardreiecks multiplicirt
mit dem Cosinus des Neigungswinkels beider Hohen d. i. des
Neigungswinkels beider Ebenen. Vergleicht man daher die Fla-
cheninhalte des Elementardreiecks und seiner Projection aus-
gedriickt durch Grundlinie und Hohe, so hat man den ange-
gebenen Satz fiur das Elementardreieck. Nimmt man aber statt
des Elementardreiecks die Summe aller Elementardreiecke und
statt der Projection des Elementardreiecks die Summe der Pro-
jectionen der Elementardreiecke, so ergicht sich der oben an-
gegebene Satz.

(3...Wenn a,ﬁ;y die Winkel sind, die eine gerade.Li-
nie mit den Coordinatenaxen bildet, oder eine
Ebene mit den Coordinatenebenen, so ist:

cos'a 4 cos’f + cos’y = 1.

Eine Ebene bildet mit drei auf einander senkrecht stehen-
den Ebenen dieselben Neigungswinkel als das Loth der Ebene

%.
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mit den drei auf einander senkrecht stelienden Schnittlinien je
zweier von den drei Ebenen. Nach diesem Fundamentalsatze aus
*der Stereometrie braucht man den angegebenen Satz nur fiir eine
gerade Linie nachzuweisen. Er gilt dann -auch fiir eine Ebene.

Da alle parallelen Linien dieselben Winkel mit den Coordi- .
patenaxen bilden, so kann man annehmen; dass die gerade Li-
nie, von.-welcher der angegebene Satz handelt, durch den Anfangs-
punkt des Coordinatensystems geht. Schneidet man nun auf die-
ser vom Anfangspunkt des Coordinatensystemes in der Richtung,
in welcher sie mit den positiven Coordinatenaxen die genannten
kacl bildet, ein Stiick ab, welches gleich der Einheit ist, und
legt durch den Begrenzungspunkt des Stiickes drei den Coordi-
natenchenen parallele Ebenen, so schliessen diese und die drei
Coordinatenebenen ein Parallelepipedum ein, dessen Diagonale der
Einheit gleich ist.. In einem rechtwinkligen Parallelepipedum ist
aber das Quadrat der Diagonale gleich der Summe der Quadrate
-der drei von einer Ecke auslaufenden Kanten. Dje Kanten des
Parallelepipedums, welche von dem Anfangspunkt des Coordinaten-
systemes ausgehen, sind aber die Cosinusse der Neigungswinkel
der Dtfagonale mit ihmen. Hiernach ist der zu beweisende Satz
nichts anderes als der analytische Ausdruck des oben angefiihr-
ten Setzes der Stereometrie,

(4)...Die Entfernung D zweier durch ihre Coordina-
ten x,y,z und xy, y,, z, gegebenen Puncte wird
durch die Gleichung bestimmt:

DP=@x—a)f+ y—y)+ z—2)

" Die senkrechten Projectionen der beiden Punkte auf die Coor-

dinatenaxen hegrenzen auf denselben Stiicke, die den Coordinaten

dieser Punkte gleich sind. Es sind demnach:
T— &, Y — Y, 22— %

die senkrechten Projectionen der Verbindungslinie D der beiden

durch ihre Coordinaten gegebenen Punkte. Nach Satz (1) kann

man diese Projectionen auch ausdriicken durch:
Dcosa, Dcosfi, Dcosy,

wenn «a, B, y die Winkel bedeuten, die die lee D mit den Coor-

dinatenaxen bildet. Man hat daher:

Deossa=ax —x,, Dcosf=y—y,, Dcosy=12z—"z,
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Quadrirt man diese Gleichungen, so erhalt wman durch Addition mit
Riicksicht auf (3) die Gleichung ().

()...Wennd denFlicheninhalt ciner begrenzten ebe-

nenFigurund 4, B,C dieFlacheninhalte der senk-

"rechtenProjectionen derselben bedeuten auf die
drei Coordinatenebenen, so ist:

A== 4* + B* 4+ C:.
Denn man hat nach (2): -,
Adcosa=24, Acosf=B, Adcosy=C,

wenn o, B, y die Neigungswinkel sind der Ebene, in welcher die
begrenzte Figur liegt, zu den Coordinatemchenen. Quadrirt man
aber diese Gleiclmngen und ad.dirt sie, so erhalt man mit Rick-
sicht auf (3) die Gleichung (3). ’
Wenn man drei auf einander senkrecht stehende Ebenen

durch irgend eine vierte schneidet, so schliessen die vier Ebenen
eine dreiseitige rechtwinklige Pyramide ein. Von den sie begren-
zenden Dreiecken nennt man das in der vierten Ebene liegende
das Hypothenusendreieck, die drei anderen die Kathetendreiecke.
Letztere sind die senkrechten Projectionen des Hypothenusen-
dreiecks auf die drei auf cinander senkrecht stehenden Ebenen.
Man hat daher den Satz:

,In cinei dreiseitigen rechtwinkligen Pyramide ist das Quadrat

,-des Hypothenusendreiecks gleich der Summe der Quadrate der

,JKathetendreiecke*. ’

6)...Wenn o,8,y die Neigungswinkel sind, die eine
gerade Linieim Raume mit den Coordinatenaxen
bildet, o, 8, , di¢ entsprechenden Neigungswin-
kel einer anderen geraden Linie, und v der Win-
kel, den die beiden geraden Linien mit einan-
der bilden, so ist:

£0s v == cos & ¢o8 &, 4 cos . cos B, 4+ cosy cosyp,.

Da es sich nur um die Richtung der geraden Liuic handelt,
so kann man annehmen, dass beide gerade Linien von dem Coor-
- dinatenanfangspunkt ausgehen. Tragt man auf jede derselben in

’;
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der Richtung, in der sie die genannten Winkel mit den pesitiven
Coordinatenaxen_ bilden, ein Stiick gleich der Einheit auf, und
verbindet die Endpunkte dieser Stiicke durch eine gerade Linie;
so hat man ein gleichschenkliges Dreieck. Das Quadrat der un-
gleichen Seite D dieses Dreiecks, deren Endpunkte die Coordina-
ten haben cos a, cos f8, cos y und cos e, cos B, cos y,, lasst sich in
doppelter Weise ausdriicken. Einmal nach Satz (4) wie folgt:

D?= (cos @« — cos ,)* + (cos f — cos B + (cosy — cos p,)*

das andere Mal durch die beiden Seiten des Dreiecks und den
von ‘ihnen eingeschlossenen Winkel v:

D*—=2 — 2cosv.

Setzt man diese beiden Werthe von D*® einander gleich, so erhalt
man mit Ricksicht auf (3) die Gleichung (6).

Quadrirt man die Gleichung (6) und zieht beide Seiten der
Gleichung von der Einheit ab, so erhalt man:

sinv == 1 — (cos & cos @; + cos B ces f; + cos y cos y,)*
oder mit Ricksicht auf 3):

- sinw = (eos’@ + cos®f 4+ cos®y) (cos’e; + cos*B; + cos,)

— (cos @ cos @; + cos f cos B, + cosy cos y,)},

welche Gleichung sich leicht in die elegantere Form bringen lasst:

m..... sin*v == (cos B cos y, — cos B, cos p)*
=+ (cosy cos @, — cos p, cos a)t .

+ (cos e cos B; — cos e, cos f8)*.

Alle Theile dieser. Gleichung haben eine geometrische Be-
deutung, mit deren Beriicksichtigung sich die Gleichung auch
aus (5) herleiten lasst.

Man denke sich zu diesem Zwecke ein Dreieck in der
xy Ebene, dessen Spitze in dem Anfangspunkte des Coordinaten-
systemes liegt. Die Coordinaten der beiden anderen Ecken des
Dreiecks scien x, y und «,, y,. In dieser Voraussetzung findet
man den doppelten Inhalt, 2 4, des Dreiecks:

® . . .. .. . 24 =2y — 209.



Einleitung. . 9

Die senkrechte Projection des vorhin erwahnten gleich-
schenkligen Dreiecks auf die «y Ebene ist ein Dreieck, dessen
Spitze im Anfangspunkte des Coordinatensystemes liegt. Die
Coordinaten der. beiden anderen. Ecken sind: cos @, cos §# und
cos @,,°cos B,.' Es ist daher 2C = cos @ cos B, — coso; cos § der
deppelte Flicheninhalt dieses Dreiecks.  Die doppelten Flachen-
inhalte 2 4, 2 B, 2C der senkrechten Projectionen des gleich-
schénkligen Dreiecks auf die drei Coordipatenebenen sind daher:

24.= cos f§ cosy, — cos f, cosy,
2B = cosy cos &¢; — COS P COS @,
2C = cos & cos f§; — cos o, cos 3,

wahrend der doppelte Inhalt 2 4 des gleiéhs.cht_ankligen Dreiecks

selbst ist: ‘ 9 4 — sinv. ‘ ' :

@) ...Den korperlichen Inhalt IT einer dr.eisg’itigen
Pyramide zu bestimmen, wenn die Kanten r, r,, r,
gegeben sind, die in einer Ecke der Pyramide
zusammenstossen, und die Winkel «, «, o,, die
diese Kanten einschliessen.

Der doppelte Inhalt der Grundfliche der Pyramide, gebildet

von den beiden Kanten r, r,, die den Winkel «, einschliessen, ist:
. rry sin a,. ‘
Die Hohe der Pyramide ist:
' rysin &, sin 4,
wenn A der Neigungswinkel der beiden Seitenflichen der Pyra-
mide ist, welche sich in der Kante » schneiden. Man hat daher:
61 == r r, r, sin 4 sin a, sin oy,

Es bleibt noch dbrig den Sinus des Neigungswinkels 4 der
béiden Seitenflaichen der Pyramide auszudricken durch die Win-
kel e, @,, @. Zu diesem Zwecke beschreibe man um die in Rede
stehende Ecke der Pyramide als Mittelpunkt eine Kugel mit dem
Radius = 1. Auf der Kugeloberfliche schneiden die drei in dem
Mittelpunkte der Kugel zusammenlaufenden Seitenflichen der Py-
ramide ein spharisches Dreieck. ab, . dessen Seiten sind «, «,, a,,
von denen -die beiden letzteren @, und «, den Winkel 4 ein-
schliessen. Alsdann hat man: '

€08 @ == CO0S @, COS @y < sin @, 'sin &, cos 4.
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“Setzt man den durch diese Gleichung bestimmten Werth
von cos 4 ein in: .
‘ 6I1 = rr,ry sine, sin e, ]/(l — cos'4d),
so erhélt man: ’

(10)...6I=rrr, I/{

Man kann diese Gleichung auch in folgende. elegantere Form
bringen:

1 — cos®e — cos'a; — cos’e, } ‘
+ 2cosa cose cosa,

sin a+og+a, .sin_"‘-"";'-i—”‘2
ll...6H=2.rrrV ,
( ) o sin “_“_;"'“’ . sin et o —a

woraus man den hekannten Ausdruck fir den doppelten Inhalt eines
ebenen Dreiecks erhilt, gebildet von den Seiten «, @,,«,, wenn man -
annimmt, dass diese Seiten unendlich klein und r=r=r,=1.
Denn man hat unter dieser Voraussetzung eine dreiseitige Pyra-
mide, deren Grundfliche das ebene Dreieck und deren Hohe = 1.

Die angegebenen Ausdriicke fiir den 6fachen Inhalt der drei-
seitigen Pyramide beweisen zugleich folgenden Satz:

(12) ... Zwei dreiseitige Pyramiden, welche zwischen
denselben in einer Ecke zusammenstossenden

~ Kanten beschrichen werden, sind ihrem kor-
perlichen Inhalte nach einander gleich, wenn
das Product der drei Kanten in der einen Py-
ramide gleich ist dem Product der entspre-
chenden Kanten in der anderen Pyramide.

(13) ... Den korperlichenInhalt einer dreiseitigen Py-
ramide zu bestimmen, derenSpitze in dem An-
fangspunkte des Coordinatensystemes liegt,
wahrend die ibrigen Ecken durch ihre Coor-
dinaten gegeben sind.

Wir beginnen die Auflosung dieser Aufgabe mit der Dar-
stellung des Inhaltes 4 cines in der xy Ebene gelegenen Drei-
ecks durch die Coordinaten seiner Ecken. Legt man in eine der -
Ecken des Dreiecks den Anfangspunkt cines neuen dem ersteren
parallelen Coordinatensystems und bezeichnet in diesem die Coor-
dinaten der beiden anderen Ecken des Dreiecks mit & 7, und &, 1y,

so hat man nach (8): 9d =k ko
— 52 s 7™ o3 e
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Sind nun die gegebenen. Coordinaten der drei Ecken des
Dreiecks in dem ursprimglichen Coordinatensystem respective:

A B, 4B, 4B,
so hat mamn:
’ §:=A:—An E=4,— 4,,

M= By — By, My= By— B,.

Setzt man diese Werthe in den fir den doppelten Inhalt des
Dreiecks angegebenen Ausdruck, so erhalt man:

(18) ... 24 = (4, By— 4, B,) + (4, B, — A, B)) + (4, B,— 4, B,).

Denkt man sich nun die von der Spitze auslaufenden Kanten
der gegebenen dreiseitigen Pyramide durch eine der xy Ebene
parallele Ebene so geschnitten, dass diese Ebene eine neue Py-
ramide begrenzt von demselben korperlichen Inhalte als die ge-
gebene, und nimmt an, dass die Ecken der neuen Pyramide die
Coordinaten haben 4, B,C,, 4;B,C,, 4B, C,, wobei zu bemer-

ken ist, dass:
C, = C,=Cj,
so hat man: .

611 = (4; By — 4,B,)C, + (4, B, — 4, B,)C; + (4,B,— 4, B,)Cs.

Die drei von der Spitze ausgehenden Kanten der gegebenen
Pyramide seien r,, r,, r,, die ihnen entsprechenden Kanten d_erf
zweiten Pyramide seien g,, o,, g, Alsdann hat man folgende Re-
lationen :

. A1=;:'Xn, As=1ijt, A:=$,—:Xs.
B=1Y, B=DV, B=2V,
q=%a_,=%% @:34

wenn X, ¥, Z,, X, ¥, Z,, X, Y, Z, die Coordinaten der drei Ecken

der gegebenen Pyramide bedeuten.

Setzt .man diese Werthe fiir die verschiedeneu Gréssen 4, B, C -
in den gefundenen Ausdruck von 6II und beriicksichtigt, dass
nach (12) r,ry r3== 0, 0, 03, weil die beiden Pyramiﬂen der Vor-
aussetzung nach gleichen Inhalt haben, so erhalt man:

(1) . . . 6IT= (X, ¥;— X, )2, + (X, ¥, — X, )Zt+(Xn ——XeY:)
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(16) . . . Den korperlichen Inhalt IT irgend eines Te-
- traeders durch die Coordinaten der vier
Ecken auszudriicken.

Die Auflosung dieser Aufgabe ergiebt sich aus dem Vorher-
gehenden. "Denn wahlt man ein Coordinatensystem dem vorigen
parallel, in Ricksicht auf welches die Coordinaten der Spitze der
dreiseitigen Pyramide‘ sind @, y, z und die Coordinaten der iibri-
gen Ecken z,y, z,, &y Yp 29, X3 Yy 2y, SO hat man folgendc Re-

lationen:
Xi=m=a,—a; Xy—=ay— 2, Xz=a,— x,

an ... LH=y—y, Li=y—y, L=ys—y,
' Zy =2 — 2, 2Zyzm=2zy— 2, Zy==2z3— 2.

Man braucht fdur diese Werthe (17) in (15) einzusetzen, um
den gesuchten Ausdruck far den 6fachen Inhalt des Tetraeders
zu erhalten, ausgedriickt durch die Coordinaten der vier Ecken:
0,1,2,3. '

Um eine Einsicht in diesen weiten Ausdruck von 6II zu er-
halten, der vollstindig entwickelt 24 Glieder umfasst, von welchen
die eine Halfte das posilive, die andere das negative Vorzeichen haben,
gehen wir zuriick auf den analog gebildeten Ausdruck (14) fir
den doppelten Inhalt des Dreiecks. Derselbe andert sein Vorzei-
chen, wenn man zwei Ecken des Dreiecks mit einander ver-
tauscht. Daher giebt die Gleichung (14) nicht den absoluten
Werth des doppelten Inhaltes 24 des Dreiecks, sondern sie giebt
den doppelten Inhalt des Dreiecks mit dem positiven oder nega-
tiven Vorzeichen je nach der Bezeichnung der Ecken. Dasselbe
gilt auch von (8) und (15). Dasselbe gilt auch von dem Aus-
druck des 6fachen Inhalts des Tetraeders durch die Coordinaten
der Ecken. Dieser Ausdruck andert namlich sein Vorzeichen,
wenn man zwei von den drei Ecken 1, 2, 3 mit einander Vertauscht.
Da die geloste Aufgabe (16) aber eine symmemsche ist in Riick-
sicht auf alle vier Ecken des Tetraeders, so wird auch das Re-
sultat ein symmetrlsches sein ‘'missen, in der Art, dass, was von
zwei bestimmten Ecken gilt, auch fir irgend zwei gelten muss.
Vertauscht man also in dem erwahnten Ausdrucke von 6II die
Coordinaten irgend zweier von den vier Ecken des Tetraeders,
so andert derselbe nur sein Vorzeichen.
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Dieser Ausdruck von 6I7 ist ferner linear in Riicksicht auf
die Coordinaten des Punktes 1, ebenso in Riicksicht auf die Coor-
dinaten des Punktes 2 oder 3. Obwohl er scheinbar von der
dritten Ordnung ist in Ricksicht auf die Coordinaten des Punk-
tes 0, so wird er in der Entwickelung auch in Ricksicht auf
diese Coordinaten linear sein miissen. Er ist also linear in Rick-
sicht auf die Coordinaten ‘einer, gleichviel welcher, Ecke des
Tetraeders. _ '

Denkt man sich die drei Ecken 1,2, 3 des Tetraeders gege-
ben, die Ecke 0 aber variabel, so verschwindet 6II -jedes Mal,
wenn die variable Ecke in die durch 1,2, 3 gelegte Ebene fallt.
Umgekehrt wenn 6 I verschwindet, so liegt die variable Ecke in
der genannten Ebene. Es ist demnach: ‘ .

(8) . « < v v uo ... 6I=0

der analytische Ausdruck, die Gleichung, der Ebene, die durch
die drei gegebenen Punkte hindurchgeht, und umgekehrt, ist dle
genannte Ebene das geometrische Bild jener Gleichung.

Die Gleichung jeder Ebene stellt sich hiernach als eine lineare
dar \n der Form:

19 . ... ..Adz+ By+4Cz+D=o.

Es entsteht aber die Frage, ob auch jeder Gleichung von dieser
Form als geometrisches Bild derselben eine Ebene im Raume
entspricht. Diese Frage wiirde man dadurch beantworten kon-.
nen, dass man. nachwiese, wie jeder lineare Ausdruck der Coor-
dinaten mit einem zu bestimmenden Factor multiplicirt sich auf
die angegebene Form 6II zurickfithren lasst. Allein da der Aus-
druck 6 IT nicht einfach genug. ist, so werden wir den angedeu-
teten Weg zur Beantwortung der angeregten Frage verlassen, in-
dem wir sie in der folgenden Vorlesung von einem anderen Ge-
sichtspunkte aus wieder- aufnehmen.
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Zweite .Vorlesung.

Die Ebene im Réume.

Wenn man in .irgend einem Punkte einer gegebenen Ebene
auf derselben zwei gleich grosse Lothe nach den entgegengesetz-
ten Seiten von der Ebene errichtét, so ist es eine charakteristi-
sche Eigenschaft eines beliebigen Punktes p der Ebene, dass die’
Entfernungen dieses Punktes von den Endpunkten ¢, ¢’ der beiden
Lothe einander gleich sind. Denn von keinem andern Punkte
ausserhalb der Ebene gilt dasselbe. 'Driickt man daher diese
Efgenschaft durch eine Gleichung aus, so wird man die Gleichung
der Ebene haben.

Der Kiirze wegen kann man annehmen, dass der Punkt ¢
der Anfangspunkt sei des Coordinatensystemes, welches zum Grunde
gelegt wird. In dieser Voraussetzung erhilt man den Punkt ¢,
indem map vom Anfangspunkt des Coordinatensystemes auf die
- gegebene Ebene ein Perpendikel fallt und dieses Perpendikel um
sich.selbst iiber die Ebene hinaus verlingert. Der Endpuhkt ¢
dieser Verlangerung habe die Coordinaten a, b, ¢, der beliebige
Punkt p der Ebene habe die Coordinaten z,y, z. Drickt man
~ nun die Gleichung (pg)* = (pg)* durch die gegebenen Coordina-

ten der Punkte nach () der ersten Vorlesung aus, so erhalt man
die Gleichung der Ebene:

M...249 +z’=(x—a)"+(y.—- b + (z — ¢,
welche auf folgende zuriickfiihrt:
@2 ... ax-l‘-by+cyA— i2—j'-—§—-t—c—’=o.

Man ersieht hieraus, dass .jede Ebene durch eine lineare
‘Gleichung zwischen den Coordinaten eines beliebigen Punktes in
ihr ausgedrickt wird.

Es ist aber auch umgekehrt jede lineare Gleichung:

) BN Az + By +Cz+ D =0

der an:ilytisch.f: -Ausdruck einer Ebene im Raume. Diese Be-
hauptung wird sich dadurch rechtfertigen, dass man nachweiset,
wie die Gleichung (3) auf die Form (2) gebracht werden kann.
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Denn da (2) wieder auf (1) zuriickfiihet, so wird mnan die auf (1)
wiritckgefithrte Gleichung (3) als den Ausdruck jener charakte-
ristischen Eigenschaft der Ebene auffassen konnen.

Multiplicirt man die Gleichung (3} mit einem noch unbestimm-
ten Factor ¢ und setzt die Coefficienten gleicher Variabeln in den
- Gleichungen (2) und (3) einander gleich, so erhilt man folgende
vier Gleichungen zwischen den vier Unbekaunten g, a, b, e:

pd=a, puB=b, pC=c, —pd=25tEF+,
woraus man durch Auflésung nach den Unbekannten erhalt:
_ —2D
= FxEre’ -
__ —2D4
¢= FZFpfe’
__ . —2DB
AF BT
—20C .
2FBFC .
Hiernach fijhrt die mit dem Factor g multiplicirte Gleichung (3)
mrick auf (2), in welcher a, b. ¢ die angegebenen Werthe haben,
und die Gleichung (2) schliesslich auf. (1).

Die Gleichung (3) mit den willkirlichen Constanten 4, B, C, D
wird die allgemeine Form der Gleichung einer Ebene
genannt zum Unterschiede von der zunachst folgenden, die _in
viclen Fallen grosse Vortheile gewahrt.

Auf die eben angedeutete Form gelapgt man, wenn man in
(2) statt der Coordinaten des Punktes ¢ die Winkel -«, 8, y ein-
fihrt, welche das vom Anfangspunkt des Coordinatensystemes ge-
fallle Loth mit den Coordinatenaxen bildet, und den senkrechten
Abstand -d der Ebene von dem Coordinatenanfangspunkt. Proji-
cirt man zu diesem Zwecke die Verbindungslinie des Coordinaten-
anfangspunktes und des Punktes ¢ auf die Coordinatenaxen, so
erhilt man die Coordinaten des Punktes ¢, oder nach (1) der er-
sten Vorlesung : A

C ==

a=2d0cose, b=2dcosf, ¢ =26 cosy.

Setzt mian diese Werthe von d; b, ¢ in (2), so erhalt man mit
Riicksicht auf (3) der ersten Vorlesung :

@...... xcosu+ycosﬁ+zcos;"——6——:'o.
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Diese Form der Gleichung wird die Normalform der
Gleichung der Ebene genannt. In.ibr bedeuten «, 8, y die
Winkel, welche die Normale der Ebene mit den Coordinatenaxen
oder, was dasselbe ist, die Winkel, welche die Ebene mit den
Coordinatenebenen bildet, und 4 den -senkrechten Abstand der
Ebene von dem Coordinatenanfangspunkt, der immer positiv an-
genommen wird. '

(6).... Die gegebene Gleichung einer Ebene in der
allgemeinen Form ist zuriickzufahren auf die
Normalform, oder, was dasselbe ist, die Win-
kel sind zu bestimmen, welche die Normale
der Ebene mit den Coordinatenaxen bildet,
und der senkrechte Abstand der Ebene von
dem Coordinatenanfangspunkt.

Wenn (3) und (4) die Gleichungen derselben Ebene sind, so
konnen diese Gleichungen sich nur durch einen Factor von ein-
ander ‘unterscheiden. Multiplicirt man daher die Gleichung (3)
mit einem Factor @, so wird sich derselbe so bestimmen lassen,
dass die Gleichungen (3) und (4) Glied firr Glied iibereinstimmen. .
Man hat daher: '

pd=-cosa, wB=rctosp, pwC=cosy, uD=—3d.

Aus diesen vier Gleichungen kann man mit Zuziehung der
bekanuten Gleichung cos®a <+ ‘cos’f + cos’y = 1 die 5 Unbekann-
ten a, B, 7, d, u berechnen und erhalt:

o A »
O IVt o
osf— - B,
- T Vet oy
C
R Yo oY
P —— ,
) ZV N0
— - 1 3
T IVt rt o

Da d in der Gleichung (4) als eine pesitive Grosse betrach-
tet wird, so hat man der Quadratwurzélgrbssq ;/ (44 B+ Y
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in allen Formeln das entgegengesetzte Vorzenchen von D zuzuerthei-
—1

| E NNy
durch welchen die allgemeine Form (3) der Gleichung der Ebene
auf die Normalform (4) zuriickgefahrt wird.

Man kann noch folgende Form der Gleichung einer Ebene
hervorheben:

(6)..-.:.:..—"' +"‘—l—:0,

len. Zu bemerken-ist hier noch der Factor p =

die bemerkenswerth ist wegén der einfachen Bedeutung der Con-
stanten m, #, p-in ihr. Man erkehnt namlich leicht, dass diese
Grossen dle von der Ebene auf den Coordinatenaxen abgeschpitte-
nen Stiicke ausdricken.

. Da.nach (5) die allgemeine Form d,er Glelchung einer Ebene,
unter welcher auch die Form (6) begriffen ist, sich auf die ein-
fachste Weise auf die Normalform zuriickfuhren lasst, so kann
man ohne der Allgemeinheit der Betrachtungen Eintrag zu thun,
letztere als die gegebene betrachten, wie in folgender Aufgabe:

M ... Den senkrechten Abstand 4 eines durch seine

_‘Coordinaten X, ¥, Z gegebenen Punktes P von

" einer durch ihre Gleichung in der Normal-
form gegebenen'Ebene zu ermitteln.

Da man den senkrechten Abstand des Coordinatenanfangs-
‘punktes von der Ebene nach (5) unter allen Umstinden als po-
sitiv zu betrachten haf, so wird der senkrechte Abstand eines
Punktes von der gegebenen Ebene positiv oder negativ sein, je
nachdem dieser Punkt mit dem.Coora}natenanfangepunkt auf der-
selben. Seite "der Ebene, oder auf- der entgegengesetzten liegt.
Nimmt man daher, um einen bestimmten Fall vor Augen.zu ha-
ben, an, dass .der Punkt P mit dem Coordinatenanfangspunkt auf
derselben Seite der durch ihre Gleichung:

. xcosa 4+ ycosf+zcosy —d=o0
gegebenen Ebene liege, und legt eine Ebene parallel der gege-
benen durch den Punkt P, so wird ihre Gleichung:

, xcosa 4 ycosf + zcosy — & =o,
indem &' den senkrechten Abstand dieser Ebene von dem Coordinaten-
anfangspunkt bedeutet; und da der Punkt P in ihr liegt, so hat man:

Xcosa 4 Ycosf + Zcosy — 6 == o.
Hesse, Analyt. Geomelr. . 2
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Der senkrechte Abstand .4 des Punktes P von der Ebene ist:
. 4==0— d. .

Setzt man in diese Glelchung fiir & den Werth aus der vorher-

gehenden, so erhalt man:

—4=Xcose + Ycosﬁ-}-Zcosy — é.
Dieses Resultat lasst sich in Worten also wiedergeben:

8 ...Wennman den linken Theil einer in der Normal-
form (3) gegebenen Gleichung einer Ebene yon
ihrem: rechten Theile, der = 0 ist, trennt, so
drickt jener den negativen senkrechten Ab-
stand des durch die Coordinaten «, y, z gegebe-
nen Punktes von der Ebene aus.

- Darauf gestitzt kann man die Bedingung leicht angeben, un-
ter welcher ein Punkt p von zwei geg€henen Ebenen gleich weit
absteht. . Denn bezelchnet man mit den Symbolen 4 und‘ 4, die
Ausdrucke

9 .... Ad=axcosa 4 ycosf + zcosy ——6,'
A= xcosa, 4 ycosf, + zcosy, — 7,

so sinl — 4 und — 4, die senkrechten Abstande des durch die
Coordinaten x, y, z gegebenen Punktes p vou' den beiden gegebe-
nen Ebenen 4 =0 und 4, = o. Mithin ist:

0) « v e A4 — 4=

die . gesuchte Bedmgung Dieses ist aber die Gleichung einer
Ebene. Daher beschreibt der Pupkt p, dessen senkrechte Ab-
stinde von zwei gegebenen Ebenen gleich sind, wieder eirie Ebene.
Nun weiss man aber, dass der geometrische Ort des Punktes p
die Ebene ist, welche den Neigungswinkel halbirt, den die gege-
benen Ebenen mit einander bilden. Mithin ist die Gleichung (10)
die Gleichung dieser Halbirungsehene.

Ebenso erhalt man die Bedingung fir dem Punkt p, dessen
senkrechte Abstande von den beiden gegebenen Ebenen gleich,
aber von entgegengesgtztem Vorzeichen sind:

an. .. .. e . A+ 4, =o.

Dieses ist die Gleichung derjenigen Ebene, welche den zwei-
ten von den gegebenen Ebenen gebildeten Neigungswinkel halbirt.
Die beiden Ebencn (10) und (11) stehen auf einander senkrecht.
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Man braucht daher nur die Gleichungen zWeier Ebenen auf diese
Form zuriickzufiihren, um dadurch nachruweisen, dass die Ebenen
in einem vorliegenden. Falle auf einander senkrecht stehen. Die
gemachten Bemerkungen fassen wir aber als Satz also:

(12) . . . Wenn 4==ound 4, = o die Gleichungen zweier
gegebenen Ebenen in der Normalform sind,
sosind 4 — 4, = ound 4 + 4, =0 die Glei-
chungen der Ebenen, welche die Neigungs-
winkel der gegebenen Ebenen halbiren.

‘Die Gleichungen der beiden Ebenen (10) und (11), welche
durch die Schnittlinie. der beiden gegebenen Ebenen 4 = o und
A, == o hindurchgehen, sind zusamminengesetzt aus diesen beiden
Gleichungen, Diese Bemerkung lasst sich erweitern durch fol-
genden Satz :

(13) . . . Wenn zwischen den Gleichungen dreler Ebe -
nen in irgend einer Form U=o, U;==o0, U,_o
die Identitit obwaltet:

e kU + KU+ U=,
so schneiden sich die drei Ebenen in ein und
derselben geraden Linie.

Denn auf Grund dieser Identitit verschwindet U, fur alle Werthe

der Variabeln, welche den Gleichungen U =0 und U, = o 2u-

gleich geniigen, das ist fiir die Coordinaten "aller Pankte In ‘der.

Schnittlinie der beiden Ebenen U — o und U, == o; welches

eben beweisét, dass ‘sammtliche Punk* der Schmttlmle in der

Ebene U, = o liegen. :

Dehnt man diesen Satz noch weiter aus, so erhalt man fol-
genden : ’

(14) . . . Wenn zwischen den Gleithungen von vier
Ebenen jn irgend welcher Form U=o, U, ==,
U,=o, Uy=10 die Identitat statt findet:

T KU+ kU kU + KUy = o,
so schneiden sich die vier Ebenen in ein und
demselben Punkte,

Far die Coordinaten des Schnittpunktes der drei Ebenen

=0, U =0, Uy=o0 werden diese Gleichungen zugleich er-

fallt. Setzt man dle Werthe dleser Coordinaten in die ldentitat,
. 9%
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so sielit-man, dass aual der Gleichung U, == o geniigt wird, das
heisst, der Schnittpunkt liegt in der Ebene Uy=— o. -

Diese beiden Satze bieten die Mittel, auf eine leichte Art °
nachzuweisen , dass gewisse Ebenen sich in ein und derselben
geraden Linie -schneiden, oder dass gewisse Ebenen durch einen
und denselben Punkt hindurchgehen, wie dieses in den fol-
genden Betrachtungen klar hervortreten wird.

Es seien die Gléichungen von irgend drei Ebenen in der Nor-
malform gegeben:

dy=o0, A, =o0, Ady=o.
Diese El_)enen zertheilen den Raum in 8 Facher, von welchen wir
das Fach ins Ange fassen wollen, in welchem der Coordinaten-
anfangspunkt liegt. Die Halbirungsebenen der Nelgungswmkel
von je zwei Ebenen in dem Fache stellen sich nach (12) also dar :

A — dy=0, Ay — d)=0, Ay, — 4d;=o.

Da die Summe der linken Theile dieser Gleichungen iden-
tisch gleich 0 ist, so folgt hieraus pach (13), dass die sie dar-
stellenden drei Ebenen sich in ein und derselben geraden Linie
sehneiden. .

Um diesem Satze eine bequemere Fassung zu geben, be-
schreibe man eirfie Kugel um den Schnittpunkt P der gegebenen
drei Ebenen als Mittelpunkt mit dem Radius = I, und projicire
die 6 Ebenen auf dic Kugeloberfliche. Die dr ei gegebenen Ebe-
nen, welche das Fach bilden, schneiden dann auf der Kugelober-
flache ein sphirisches Digieck ab, und die Projectionen der drei
anderen Ebenen auf die Kugeloberfliche, welche die Winkel des
Dreiecks halbiren, haben nach dem Vorhergehenden die Eigen-
schaft, welche der folgende Satz angiebt :

. Die. grossten Kreise, welche die Winkel eines
spharischen Dreiecks halbiren, schnelden sich in ein
und demselben Punkte. o

Wenn man’ aunimmt, dass das spharische Dreteck nur einen
unendlich kleinen Theil der Kugeloberfliche umfasse, so kann
man dasselbe als ein ebenes betrachten und den angegebenen Satz
auf ein ebenes Dreieck ibertragen.

Die Gleichungen der drei Ebenen, welche die ausseren Nei-
gungswinkel des Faches halbiren, sind nach (12)

4, + 4=, Ay + Ay= o, Ao+‘4|=o'
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" Stellt man die linken Theile ‘der beiden ersien Gieichungen
- zusammen mit dem linken Theile der dritten vorhin angegebenen
Gleichung, so bemerkt man, dass

(i + 4y) — (4 4) + (4, — 4)= o,

woraus ‘wi¢ vorhin. durch Uebertragung auf die Kugel()berﬂache
der- Satz hervorgeht: :

Die Halbirungslinien zweier &usserer und des
dritten inneren Winkels eines spharischen Dreiecks
schréiden sieh in einem und demselben Punkte. -

Dieser Satz ist von dem vorhergehenden eigentlich nicht ver-
schieden. Denn betrachtet man das spharische Dreiegk, welches
von den. Verlingerungen- zweier Seiten und der dritten Seite dés
gegebenen Dreiecks gebildet wird, so sind die Halbirungslinien
der inneren Winkel - dieses Dreiecks die Halbirungslinien zweier
ausseren und eines inneren Winkels des ‘gegebenen Dreiecks.

Man kann ihn aber auch auf die Ebene ibertragen, in welchem
~ Falle er in der That eme neue Eigenschaft des Dreiecks erken-
nen lasst. :

Betrachten wir endlich die durch die foloenden vier Glei-
chungen analytisch dargesteliten Ebenen :

A+ 4, + 4,=o0, -
— 4+ 4+ 4,=o,

A, — 4, +A'._-o,

A +A,—A,—-o,

so ist aus (14) ersichtlich, dass diese vier Ebenen sammtllch durch
den Punkt P gehen: Die erste von diesen Ebenen geht nach (13) .
durch die Schnittlinie vor 4, = o und 4, + 4, = o, ebenso
durch die Schnittlinie von 4, = o und 4, + 4, == o und die
Schnittlinie von 4, == o_und 4, 4+ 4,==o. Es ist also .eine be-
merkenswerthe Eigenschaft dieser drei Schnittlinien, dass sie auf
ein und derselben Ebene liegen. Ebenso liegen auf der zweiten
Ebene die Sehnittlinien der Ebenenpaare 4,—o und 4, 44, == o,
4di=o und 4, — 4,=o0, 4y==6-und 4, — 4, = o. Die ana-
logen Eigenschaften der beiden letzten Ebenen ergeben sich hier-
* nach von selbst. Uebertragen, wie vorhin, auf die Kugeloberflache,
driicken diese Eigenschaften folgende Satze aus:
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Die Halbirungslinien der drei ausseren Winkel ei -
nes spharischen Dreiecks 'schneiden die gegenitber-
liegenden Seiten des Dreiecks in drei Punkten, welche
in einem grossten Kreise liegen. '

Die Halbirungslinien zweier -inneren Winkel und
des dritten-ausseren Winkels eines spharischen Drei-
ecks schneiden die gegeniberliegenden Seiten in drei
Punkten, die auf einem graossten Kreise liegen.

Diese ‘Satze kann man wieder auf das ebene Dreieck tber-
tragen. : :

Satze auf der Kugeloberfliche lassen sich leicht verdoppeln
durch Anwemiung eines Principes, welches wir das Princip der
) Kugel nennen wollen und welches sith stutzt auf die Bemer-

kungen : :

(13) ... Die Pole der grossten Kreise auf der Kugel-
oberflache, welche sich in ein und demselben
Punkte schneiden, liegen auf einem grossten
Kreise, und die grossten Kreise, deren Pole
auf ein und demselben grossten Kreise liegen,
schneiden sich-in einem Punkte. Der Bogen
eines grossten Kreises, der die Pole zweier
grossten Kreise verbindet, ist gleieh dem Nei-
gl.mgswinkel der beiden gréssten Kreise.

Denn beschreibt man zu einer auf der Kugeloberfliche ge-
gebenen Figur die Polarfigur, welche eitsteht, indem man fir
Jjeden grossten Kreis der gegebenen Figur den Pol und far jeden
Punkt der gegebemen Figur den grassten Kreis nimmt, dessen
Pol der Punkt ist, so werden Eigenschaften der gegebenen Figur
nach - den gemachten Bemerkungen entsprechende Eigenschaften
der Polarfigur zur Folge haben. Da aber die Polarfigur der
Polarﬁgur wieder die gegebene’ Figur ist, so- braucht man
nur die Polarfigur als gegeben zu betrachten und die ent-
sprechenden Eigenschaften an ihrer Polarfigur nachzuweisen,
um den Beweis der Eigepschaften der gegebenen Polarfigur - zu
fihren. '

Nach diesem Uebertragungsprincip ergeben sich.aus den an-
gegebenen vier Satzen auf der Kugeloberfliche folgende :
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Die Halbirungspunkte der Complemente der Sei-
ten eines spharischen Dreiecks liegen auf einem
grossten Kreise.

Die Halbirungspunkte zweier Seiten eines spha-
rischen Dreiecks und der Halbirungspuukt des Com-
plementes der dritten Seite liegen auf einem gross-
ten. Kreise.

Die Verbindungskreise derMittelpunkte der Sei- -
ten eines spharischen Dreiecks mit den gegeniiber-
liegenden Ecken schneiden sich in einem Punkte.

Die Verbindungskreise der Mitten der Comple-
mente zweier Seiten des spharischen Dreiecks mit
den gegeniberliegenden-Ecken und der Verbindungs-
kreis der Mitte der dritten Seite mit der gegeniiber-
liegenden Ecke schneiden sich in einem Punkte. '

Von diesen vier Sitzen der Kugelgberflache lisst sich nur der
vorletzte in der (oben angedeuteten Weise auf” das ebene Dreieck

- iibertragen.

Um dig angestellten Betradltungen zu erweitern, nehme man
an, dass die Seitenflichen eines Tetraeders durch ibre Gleichun-
gen_in der Normalform gegeben seien:

d=0 Ay=o0, Ay=0, A;=0.

Untep der Voraussetzing, dass der Coordinatenanfangspunkt
innerhalb des Tetraeders liege, sind dann die Gleichungen der
die Neigungswinket der Seitenflachen halbirenden Ebenen:

d)— 4,=0, 4 — dy=0, 4y — =0
4, — 4, =0, "A,—A;:-:_'o, '
4, — dg=o,
und die Gleichungen der die ausseren Nﬂgungwmkel halbiren-
_den Ebenen: ) ,
Ay 44, =0, 4, + 4d,==0, 4, + 4;=o.
A+ 4, =0, A * d4y=—o, o
A, + 4, =o,
Da aus den- drei in der ersten Horlzonlah eihe aufgefihrten

Gleichungen die drei ahbrigen des ersten- bystemes folgen, so hat
man nach (14) den Satz:
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Die 6 Halbirungsebenen der Neigungswinkel der
Seitenflachen eines Tetraeders sehneiden sich in -ein
und demselben Punkte. -

Es ist dieser Punkt der Mittelpunkt der dém Tetraeder ein-
beschriebénen Kugel.

Es schneiden sich aber auch folgende Ebenen in ein und
demselben Punkte:

d)— Ay =0, A, + 4,=0o,

A — dy==0, A4, + A;,=o0,

Ay — Ady=0, Ady+ 43=0,
woraus der Satz entspringt:

Die Halbirungsebenen. der Neigungswinkel der
drei Seitenflaichen eines Tetraeders, welche eine
Ecke bilden, und die Halbirungsebenen der drei
gegeniiberlfegenden ausseren Neigungswinkel der
Seitenflachen schneiden sich in ein und demselben
Punkte. ' ’ o

Dieser Punkt ist der Mittelpunkt der &usseren Berithrungs-
kugel des Tetraeders. .

Die 16 aufgefiihrten Ebenen bildéu eine Figur im Raume,

an der sich mit Hiilfe der Satze (13) und (14) aut dem angedeu-
teten Wege leicht noch andere’ Eigenschaften entdecken lassen.

Dritte Vorlesung.

Ebenen im Raume.

Wenn man durch die Schnittlinie zweier durch ihre Glei-
chungen in der Normalform gegebenen Ebenen o, 1:

M. .. Ady==0, 4, =0

und durch einen Punkt P, dessen senkrechte Abstande von den
beiden Ebenen sich verhalten wie die gegebenen Grossen a,: ay,
eine Ebene legt; so theilt jeder Punkt dieser Ebene mit dem
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Punkte P die Eigenschaft, dass die senkrechten Abstinde sich wie
die gegebenen Grassen-verhalten.: P

Die Bedingung, dass die senkrechten Abstande — 4, und — 4,
eines durch die Coordinaten z, y, z bestimmten Punktes von den
gegebenen Ebenén 0, 1 sich verhalten, wie a,: a,:

. 4 4,
_(2) ........... 7“:)') — ;l: =0
wird hiernach- die Gleichung jener durch die Schnittlinie’ gelegten
Ebene sein. - .

Verandert man die Lage des Puuktes P nach Belieben, so
dreht sich die Ebene um die Schuittlinie, und erhalt nach und
nach alle Lagen, die eine durch jene Schnittlinie gelegte Ebene
‘annehmén kann. Die Gleichung (2) stellt also jede beliebige
Ebene 2 dar, die durch die Schnittlinie der Ebenen 0 und 1 hin-
durchgeht.  Sie erhdlt die Gestalt:

(3)....'..’ ..... AA——J,A,_o,
wenn man setzt D= %", und dieser Factor 1 hat in der Vor-
g

aussetzung, dass (20) und (21) die Neigungswinkel .bedeuten,
welche die Ehene 2 mit 0 und 1 bildet, die geometrische Be-

deutung:
___sin(20)
@ = @D

‘Eine andere Ebene 3, die ‘ebenfalls durch die Schaittlinie
der Ebenen 0 und 1 hindurchgeht, hat zur Gleichung: ’

(5)........:...Ao—p1,=o.

©) . 4-__ sim (20) _ sin (30) .
.......... v = s 3D s @G

zwischen den Sinus der Neigungswinkel hensse das:anharmoni-
sche Verhaltniss des. Ebenenpaares 9 und 3 zu dem Ebenen-
paare 0 und 1. :

Aﬂgememer stellen s1ch die Gleichungen von vier Ebenen,
die sich in ein und derselben geraden Linie schneiden, also dar:
M ...Vo=0, V=0, ¥V, =1V, =0, Vo—;er,=o,

wenn man annimn(t, dass die beiden ersten Gleichungen in der
allgemeinen Form gegeben seien. - Um das apharmenische Ver-

¢
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lgéltniss zu finden, braucht: man nur die beiden ersten Gleichun-
gen auf’ die Normalfgrm zuriickzufithren, indem man setzt:
Vo= 0,4y, V1 == ¢, 4,, wodurch die angegebenen vier Gleichun-

. gen ibergehen in:

=0, 4,=0, 4, —l°A,'-—o A,—mi—“Ay:o
1

und woraus sich das gesuchte anharmomsche Verhiliniss' i ergiebt.
Noch aligemeiner ist die folgende Aufgabe

Gegeben sind die Gleichungen von vier Ebe-
nen, die sich in ein und derselben geraden
Linie schneiden, in der Form: -

® . ..U0—Al,==0, Uy—pl,==0, Uy—iU,==0, Up— u,0,=o,

A
das anharmonische Verhaltniss des leizten
. Ebenenpaares zu dem ersten zu bestimmen.

Setzt man U, — AU, = V¥,, U, —pUr=V,, und drickt U,
und U; durch 7, und 7, aus, so stellen sich. die gegebénen vier
Glefchungéh fn der Form (7) dar, woraus das gesuchte anbarmo-
nische Verhaltniss m-f- erhalten wird:

A= 1—py

A b= p—py”

Das anharmonische Verhiltniss wird zu einem harmoni-
schen Verhiltniss, wenn dasselbe den Werth — 1 annimmt.
Man erhalt daher die Bedingung, welche zu erfiillen ist, wenn
zwei Paare Ebenen, die durch dieselbe gerade Linie gehen, har-
monische Ebenenpaare sein sollen, aus (6):

. sin (20 sin (30
(0 oy 0G0 GO
oder, wenn die Gleichungen der Ebenen in der Form (7) gege-
ben sind, m == — I; weshalb sich die Gleichungen:von zwei har-
monischen Ebenenpaaren’ darstellen in der Form:

=20,

) ....V,=o0, Vi=o V,—1V,=0, Vo+1Vi=o0.

Man erkennt hierays, dass von zwei harmnonischén Ebenen-
paaren drei Ebenen, die durch ‘dieselbe gerade Linie gehen, be-
liebig gewahlt werden konnen, dass durch sie aber die .vierte har-
monische Ebene bestimmt ist. Nimmt man ,an, dass das erste
Ebenenpaar. gegeben sei, dass die dritte Ebene aber sich wm die
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Schuittlinie der beiden ersten drehe, so kann man sich durch
Discussion - der Gleichung (10) fir specielle Félle leicht eine Vor-
stellung  bilden ' von der Lage von zwei harmonischen Ebenen-
paaren zu einander. Halbirt zum Beispiel die dritte Ebeme den
Neigungswinkel des gegebenen Ebenenpaares, so halbirt die vierte
harmonische Ebene den anderen Winkel, den das gegebene. Ebe-
nenpaar einschliesst. Nabert sich die dritte Ebene eimer der ge-
gebenen Ebenen, so dass sie pahe zu mit ihr zusammenfillt, so
fallt auch die vierte. harmonische Ebene nahe zu mit ihr 2u-
sammen. ‘ '

Sind die Gleichungen von zwei Ebenenpaaren, welche durch
dieselbe gerade Linie gehen, in der Form (8) gegeben, so er-
halt man dle Bedingung, dass diese beiden Ebenenpaare harmo-
nisch seien, indem man den Ausdruck (9 (9) gleich — 1 setzt; woraus
die Bedingungsgleichung fiir zwei harmonische Ebenenpaare(8)
hervorgeht

12 o« vae o Ap— FA+ 0 (4 + ) + 1:!"1 = o. ,." ‘..-“

Auch diese Glelchung liefert den Beweis, "dass von #wei har-
monischen Ebenenpaaren drei Ehenen die vierte unzweideutig be-
stimmen.

Da durch ein gegebenes Ebenenpaar das ihm zugeordnete
harmonische Ebenenpaar nicht vollstindig bestimmt ist, so wer-
den zwei gegebene Ebenenpaare dazu erforderlich sein, was (_lié
Auflssung der folgenden Aufgabe bestitigen wird.

(13) . . Dasjenige Ehenenpaar zu bestimmen, welches
harmonisch ist zu zwei Paar Ebenen, dis
sich in derselben geraden Linie schneiden. -

Es seien die Glelchungen der beiden gegebenen Ehenenpaare
U, — ).U,=o, U—A,U‘__o,'
_ Uy —poU,__o, Uo—m'lf,'=‘o,
und die Gleichung des gesuchten Ebenenpaares:
: Uy — AU, =o,
' U,—ul,=o,
dieses letztere ist harmenisch zu Jedem der gegebenen Ebenen-
paare unter folgenden Bedingungen: :
lp — i()‘ + l"') (lo + l"-'n) + 11){‘1)-_—_'—0:
=40 +w U+ ) +lp=o
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Da in diese Gleichungen das Product Ap und die Summe’ A 4 p
der Unbekannten in linearer Weise eingeheun, so kann man ihre
~ Werthe unzweideutig berechnen, und daraus eine quadratische
Gleichung bilden, deren ‘Wurzeln die- Unbekannten selbst sind.

Die angestellte Untersuchung lehrt, - dass es immer -ein be-
stimmtes Ebenenpaar giebt, welches harmonisch ist zu zwei ge-
‘gebenen Ebenenpaaren, die durch dieselbe gerade Linie gehen.
Dieses Ebenenpaar ist reel oder imaginir, je nachdem die Wur-
zeln der erwihnten quadratischen-Gleichung reell oder imaginar
sind. :
Drei Paare Ebenen, welche durch dieselbe gerade Linie ge-
" hen, bilden eine Involution, wenn ein viertes Ebenenpaar ge-
funden werden kann, welches harmomsch ist zu jedem der drei
Ebenenpaare

Zwei gegebene Ebenenpaare, die durch dieselbe gerade Li-
nie gehen, bestimmen, wie man gesehen hat, dasjenige Ebénen-
paar, __-_"_gléhes harmonisch ist zu jedem der gegebeney Ebenen-
paare. Ein drittes’ zu dem letzteren harmonisches Ebenenpaar
wird also mit den beiden gegebenen eine Involution bilden.
Da aber von diesem dritten Ebenenpaare eine Ebene beliebig
durch jene gerade Linie gelegt werden kann, wodurch erst die
andere bestimmt ist, so sieht man, dass von drei Ebenenpaaren
der Involution fanf durch ein und dieselbe gerade Linie gehende
Ebenen beliebig gewahlt werden konnen, dass die scchste aber
durch sie bestimmt ist. ’ . ’

‘Zwischen drei Paaren Ebenen, welche durch dieselhe gerade
- Linie gehen, wird daher eine Bedingungsgleichung stattfinden
miissen,"wenn die Ebenenpaare eine Involution bilden sollen.

(14) . . . Es sind die Gleichungen von drei Paar Ebe-
‘ nen gegeben, welche durch dieselbe gerade
Linie gehen: . .
Vy— WVi=o0, Vi—MlV,Z=0, V,— LV, =0,
Vo —tVi=0, Vo—mVy=0, Vo—y,f’,=o,
die Bedingung anzugeben, unter welcher
diese drei Ebenenpaare eine Involution bil-
den.
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Bilden die angegebenen drei Ebenenpaareeine Involution,
so hat man nach der Definition ein Ebeneupaar:

Py~ AV, = o, ,
. Vo —uV,= o, )
welches zu jedem derselben harmonisch ist; was zutrifft unter
den Bedingungen: = .

’T ll‘_%(;'*'l") (A + wo) + opro =00,
- lp — 30+ p) M+ p) + 2y =0,
Ap—FA 4 p) A+ ) + =0
Eliminirt man aus diesen Gleichungen Ag und i 4 g, welche
linear darin vorkommen, so erhilt man die gesuchte Bedingungs-
gleichung, der man leicht folgende Form geben kann:
18) - <o (Ag— 1) oy — o) (g — o) + (s — &) (1 — 44) (02— &) =0,
Wenn man in dieser Gleichung setzt lo = p,=4 und zugleicﬁ
ly= p, = @, so geht dieselbe aber in die Bedingun chung
firr vier harmonische Ebenen, die man erhalt, indem m&.&m—
druck (9) gleich — 1 setzt. Aus dieser Bemerkung fliesst 'der Satz:
Wenn von drei.Ebe.nenpaaren der Involution das
eine Ebenenpaar mit einer Ebene, ein zyeites. Ebe-
nenpaar mit einer zweiten Ebene zusammenfallen,
so ist das dritte Ebenenpaar der Involutionharmo-
nisch zu den beiden Ebenen. :

Jede drei Paare Ebenen, welche durch dieselbe gerade Li-
nie gehen, lassen sich analytisch auch so darstellen :.

Ay==0, 4)— A4 =0, A4, — lhhd =o,

Ady=o0, Ay—p =0, Ay —p, 4, =0,
indem man annimmt, 4, = o und 4, = o seien die Gleichungen
des ersten Ebenenpaares in der Normalform. Die Bedingung,
unter welcher diese drei Ebenenpaare eine Involution bilden, er-
halt man aus (15), wenn man setzt: i, = o, u,= oo, namlich:

nan sclz

a'l ®, — 1’! Uy = 0. -
Erinnert man sich aber der geometrischen Bedeutung der Grossen
A, 1y, Ay #o, 30 kann man diese Gleichung auch so darstellen, wenn

man ‘mit 0,1 das erste, mit 2,3 das zwetm und mit 4,5 das dritte
Ebenenpaar bezeichnet:
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.

(16) * sin 20 sin 30 sin 40 sin 50 —0
B sin 21 sin 81 - sin 41 sin 51 T

Diese Gleichung kann als Definition der eine Involution bil-
denden Ebenen dienen. Man erhalt aus ihr noch zwei andere
Relationen, indem man das Ebenenpaar 0, 1 mit 2,3 oder mit 4,5
veriauscht, die aber durch diese bedingt werden.

Wenn man die Gleichungen 7,= o und V, =0 des Ebe-
nenpaares zu Grunde legt, welches harmonisch ist zu jedem der
drei Ebenepaare, die eine Involution bilden, so stellen sich die
drei Ebenenpaare der lnvolutlon in der Form dar:

(17) . ... Fo— AP =0, V—lﬂum ¥, = bV, =o,

Vot WGVi=o0, Vo+ LVi=0, V,+ LV,==o,
auf welche Form sich jede drei Ebenenpaare der Involul.lon Zu-
rtickfihren lassen missen. :

-Um in . symmetrischer Weise die Glelchnngen von drei
'El)enmpmen der Involution durch drei. Symbole darzustellen,

setze am:

Fom Wi=glys Vem Wh=ply, Ve kb=t
Alkdann hat man die identische Gleichung:
(8 .. U,+ U, + U,=o0"
und die Gleichungen (17) nehmen die Form an:

Uy=o, U, =o, » Uy=o, -
Werrrn w B, w_W_,

Wy Uy e o o L4}
wenn man mit p, y,; ps die Ausdricke bezeichnet

b —1, h—1, Ah—4

1-+l’_l"01 lm_—-("l" m—l‘t

Da die Grossen g, u,, p, eben so willkirlich sind als die.
_Grassen Ay, ,, 4, so werden die Ebenenpaare eine Involution bil-
den, wenn man unter der Bedingung<(18), welche ausdriickt,
dass die Ebenen U, U,, U, sich in ein und derselben geraden Li-
nie schneiden, ihren Gleichungen die Form (19) geben kann.

Um noch neben den Relationen (16) zwischen den Siuus
der-Neigungswinkel der Ebenen der Involution andere abzuleiten,
die"alle eine Folge sein missen der einen unter (16) anfgefihr-
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ten Gleichung, fithre man fir die Ebenen U, U,, U, ihre Normal-
formen ein, indem man setzt:

0U,=4,, b =4, QtUz'= Ay,
wodurch die Gleichungen (18) und 19) iibergehen in:

.4 .
200 . ... Q;+ + T——ﬂ.

A, ==o0, 4, =o, T dy=o.
QU"‘“A_‘A Ay A, A A

=0, —— =9, ==o,
B0 He @2 B2 Q2 Ko Qo BoQ Bt

Bezeichnet man- die drei letzten Ebenen respective mit

, By B, und erinnert su‘h der geometnschen Bedeutung der
Gr()ssen

210 p, sin By 4, A, l'ﬂ_ sin B, 4, A, BoQe __ sin B,A,,

Be0s SN Body e Sin Bn 4," moe . sin Byd, BnAn
so_erhalt man durch Multiplication dieser Gleichungen:

sinByd, . sinB 4, . sinB.A‘,,
sinByd, ..sinBy A4, . sinby A4,

@.... 1=

woraus sich durch Vertauschang von 4, mit B,, oder von 4, mit B,
‘oder von A4, mit B, noch drei andere Gleichungen ableiten las-
sen, von-denen Jede als Definition dieneri kann der Ebenen defr
lnvolutlon. :

Die angestellten Betrachtungen bieten ein- ,Mittg! die am Ende
der vorhergehenden Vorlesung entwickelten Satze weiter auszudeh-.
nen. Denn nehmen wir an, dass:

dy==0, Adi=o0, Ady=o0

die Gleichungen von irgend drei Ebenen seien in der” Normal-
form, die sich in einem Punkte P schneiden, -oder, was dasselbe
ist, die drei von einem Punkte P ausgehende gerade Linien paar-
weise verbinden, so sind:

G _ A, A A, A 4

a . a6 Qs ao T ay ay
die Gleichungen von drei Ebeften, die eine vierte von P aus-
gehende gerade Linie immer mit einer der drei ersteren ver-
binden. Die angegebenen Gleichungen stellen mithin drei Ebenen-

.
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paare dar, die vier beliebige von einem Punkte P ausgehende ge-
rade Linien paarweise verbinden.

Die Uebereinstimmung dieser drei Gleichungspaare zwischen
welchen aber im Allgemeinen nicht die identische Gleichung (20)
obzuwalten braucht, mit (21), beweiset, dass drei Ebenenpaare
. der Involution ein specieller Fall sind von drei Ebenenpaaren,

“welche vier von ein und demselben Pwipkte ausgehende gerade
Linien paarweise verbinden. Denn lisst man die vier von ein
und demselben Punkte ausgehenden geraden Linien nahezu in
eine zusammenfallen, so wird nahezu auch die Gleichung -(20)
erfiullt, das heisst, nahezu alle Bedingungen fir die Ebenen der
Involution..

Bezeichnet man die drei letzten Ebenen respecuve mit
B, B,, B,, so hat man in gleicher Weise zwischen den Neigungs-
. winkeln der drei Ebenehpaare allgemein die Relation (22), sowie
die drei anderen Relationen, welche aus’ihr gefolgert wurden. -
~ Lasst man den Punkt P in das Unendliche fallen, so wer-
den die vier von ihm -ausgehenden geraden Linien vier beliebige
parallele Linien, und zwischen den Sinus der Neigungswinkel
der drei Ebenenpaare, welche diese Linien paarweise verbinden,
findet die Gleichung (22) statt. Da diese Gleichung aber die  Be-
dingung ist fir Ebenen der Involution, so wird man solche '
erhalten, wenn man durch eine gegebene gerade Linie sechs
- Ebenen legt, welche parallel sind mit drei Ebenenpaaren, welche
. virgend vier mit der gegebenen geraden Linie parallele Linien
paarweise verbinden. Diese Bemerkung giebt ein Mittel an die
Hand zu fanf beliebig durch ein und dieselbe gerade Linie ge-
hende Ebenen die sechste Ebene der Involution zu bestimmen.

Durch jede der drei Schnittlinien der Ebenen A4, 4,, 4, ge-
hen drei Ebenen der beschriebenen Raumfigur. Die vierten har-
monischen Ebenen haben zu Gleichungen:

A A A A 4 4
—a—:+7:=o, -a-5+7"=o, —"+7"=o

Da nun zwischen den linken Theilen dieser und der vorher-

gehenden Gleichungen identische Relationen sattfinden wie:

(42 - (4 + 8+ (2 9)="

80 hat mwan nach (13) des vorhergehenden Abschnittes einen Satz.
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Um diesem Satze eine elegante Fassung zu geben, projicire
man die beschriebene Raumfigur von dem Punkte P als Mittel-
punkt einer Kugel von dem Radius 1 auf. die Oberfliche dieser
Kugel. Nennt man dann harmonische grosste Kreise der
Kugeloberflache solche, deren Ebenen harmonisché Ebenen
sind, so begrenzen die Ebeunen A, 4,, 4, ein spharisches Dreieck,
von welchem der Satz erwiesen ist:

Wenn man von einem beliebigen Punkte der Ku-
geloberfliche grosste Kreise zieht nach den Ecken
eines spharischen Dreiecks, und in jeder Ecke den
viersen harmenischen grdssten Kreis construirt, so
schneiden sich zwei- von den letzteren Kreisen in ei-
nem Punkte, durch ‘welchen auch der durch die dritte
Ecke des Dreiecks und den beliebigen Punkt gelegte
grosste Kreis geht.

Aehnliche Betrachtungen angestellt an folgenden Gleichungen:

— — =o0,
a, a; ap
A A

'—’;9"" '+ —0-
0 N
AO Al Al
—_—— — — =0
ay a.+ ay !
4—°+A'— 43:0,

wie in der vorhergehenden Vorlesung an den entsprechenden Glei-
chungen, in denen a,= a, = a, =1, filhren zu den Satzen:

Wenn man von irgend einem Punkte der Kugel-
oberflache nach den Ecken eines spharischen Drei-
ecks grosste Kreise zieht, und in jeder Ecke den
vierten harmonischen groassten Kreis construnirt, so
“schneiden letztere die gegeniberliegenden Seiten des
Dreiecks in drei Punkten, die auf einem grossten
Krelse liegen.

Wenn man von einem beliebigen Punkte der Ku-
geloberflache nach den Ecken eines sphirischen Drei-
ecks drei grasste Kreise zieht und in einer Ecke des
Dreiecks den vierten harmonischen grossten Kreis

construirt, so schneidet dieser die gegenaberliegende
Hesse, Analyl. Geowelr, 3
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Seite des Dreiecks in einem Punkte. Die von dem belie-
bigen Punkte -nach den heiden anderen Ecken des Drei- .
ecks gezogenen griossten Kreise schneiden .die Ge-
genseiten des Dreiecks in zwei Punkten. Diese drei
Schnittpunkte liegen auf einem grossten Kreise.

Dieser Satz ist besonders wichtig, weil er lehrt auf lineare
Weise, das heisst durch Zuziebung allein von grossten Kreisen, zu
drei von einem Punkte ausgehenden grossten Kreisen den ‘vierten
harmonischen zu finden; oder, was dasselbe ist, zu drei Ebenen,
welche sich in ein und derselben geraden Linie schneiden, die
vierte harmonische Ebene ohne weitere Hilfe als von Ebemen zu
construiren. - :

Es bleibt noch iibrig einen Satz zu entwickeln, der in linearer
Weise zu funf Ebenen, die sich in ein und derselben geraden Li-
nie schneiden, die sechste Ebene der Involution construiren lehrt.
Diesem Zwecke wird die folgende Betrachtung entsprechen.

Es seien wie vorhin die Gleichungen von drei Ebenen, die
sich in einem Punkte P schneiden :

A,=0, Ad=o0, A4dy=o.
Eine vierte beliebig durch den Punkt P gelegte Ebene E stellt
sich analytisch unter -der Form dar:

Ao 4 Ay g Ay

@ + 2 + a ?

- Pass dieses die Gleichung einer durch P gehenden Ebene ist,
ist pach (14) der vorhergebenden Vorlesung ansser Zweifel.

Dass diese Ebene_aber- im Uebrigen behoblg ist, beweiset .man
. auf folgende Art. :

Eine beliebige durch den Punkt P gehende Ebene E schnei-
dét die Ebene 4, in einer durch P gehenden geraden Linie p.
Die Gleichung der Ebene, welche durch p und die Schnittlinie
von 4, uud 4, hindurchgeht, stellt sich unter der Form dar:

A‘ + A’ = o. Da diese Ebene aber die Ebene A,= o in der
geladon Linie p schneidet, und = A + ( = o mit dem
willkirlichen Divisor a, alle Ehenen darstellt, welche durch die
gerade Linie p hindurchgehen, so lasst sich dieser Divisor im-

mer’ so bestimmen, dass die zuletzt angegebene Gleichung der
betiehigen durch P gelegten Ebene entspricht.
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Demnach stellen sich die Gleichungen von drei Ebenen, die
durch. eine beliebige durch P gehende gerade Linie ¢ und durch
die Schnittlinien der Ebenen 4, 4,, 4, gelegt sind, also dar:

P N NP
Ao 2 T L 4 )
Die Gleichungen der drei Ebenen aber, welche durch ¢ nnd durch
die Schittlinien der Ebene E mit den Ebenen 4, 4,, 4, gelegt
werden, sind folgende:
aidy A\ _ & (A 4,
4e ) o

)
a(k-n) -2l -%)=-
)

"'_:(ﬂ_i:) — a4 _ 4

- Ay 2, W\ % )
Denn diese Gleichungen haben auch die Form:
noy (Ao 4 Ay Ay Ay(amdy —
1111( P “:) ) 1, \4 ltﬂo ) o
asdy (Ay , A1y A asayd & a\ ___ -
(Gt ntd) - (z,z..a, Lt zo) = "‘"
(Ao - At 4\ 4, aga ly ) a\ __
loln + + Tay dy \ o2y ay + Ao + )'l) -
Setzt ‘man num: -
4, _ 4 _ 4y A4y _ 40 __ 4 _
L "l T, =0 =0

so hat man zuerst die identische Gleiching:
U4 U, + U=
und die séchs durch die gerade lee g gelegten Ebenen elellen
_sich unter der Ferm dar:

U=, U, = o, U, =o,
ﬂU,—‘!?U,:o, ‘i’U,-—;—:U=o, “-"U—ﬂU.:'o.

Dlese sechs Ebenen bilden, wie der Vergleich mit, (18) und (19)
lehrt, eine Involution.

Uebertragt man diesen Satz auf die Kugeloberﬂiche s0
lautet er also:

Wenn man einen bheliebigen Punkt der Kugelober-
flache durch sechs griosste Kreise verbindet mit 'den
sechs Schnittpunkten:von irgend vier grossten Krei-

3* )
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sen, so bilden die sechs Verbindungskreise eine Invo-
lution. -

Man nennt vier gerade Linien; welche in derselben Ebene
von ein und demselben Punkte ausgehen, harmonische Li-
nien, wenn zwischen den von ihnen eingeschlossenen Winkeln die
Bedingungsgleichung (10) stattfindet. Es bilden ferner drei in der-
selben Ebene von einem Punkte ausgehende Linienpaare eine
Involution von sechs geraden Linien, wenn zwischen
“den von ihnen eingeschlossenen Winkeln die Bedi'ngﬁngsgleichung
(22) obwaltet. Dieses vorausgesetzt, kann man die angegebenen vier
Siatze der Kugeloberfliche, indem man anuwimmt, dass die Figu-
ren, von welchen sie handeln, nur einen sehr kleinen Fheil der
Kugeloberfliche umfassen, auf die Ebene ibertragen.

Harmonische Linien von dem Mittelpunkte der Kugel aus-
gehend auf die Kugeloberfliche projicirt, werden harmoaische
Punkte der Kugeloberfliche genanat. Zwischen den Bo-
gen ‘grosster Kreise, welche sie verbinden, findet die Bedingungs-
gleichung (10) statt, welche zugleich als Definition der harmoni-
schen Punkte der Kugeloberfliche dient.

Ebenso schneiden sechs von dem Mittelpunkte der Kugel
“ausgeliende gerade Linien der Involution die' Kugeloberfliche in
‘sechs Punkten der Involution auf der Kugeloberflache.
Zwischen den sie verbindenden Bogen grosster Kreise hat man
die Bedingungsgleichung (22), welche ebenfalls als Definition der
Punkte der Involution.auf der Kugeloberfliche zu betrachten ist.

Gestiitzt aufl diese Definitionen kann man 'mit Hilfe des in
der vorhergehenden Vorlesung - in (15) beschriebenen- Principes
der Kugel aus den angegebenen vier Sitzen folgende ableiten:

Wenn man die Seiten eines spharischen Dreiecks,
oder ihre Verlingerungen, durch einen grossten
Kreis durchschneidet und zu diesen Schnittpunkten
auf den Seitendes Dreiecks die vierten harmonischen
Punkte construirt, so liegen je zwei von diesen
harmonischen Punkten und der dritte Schnittpunkt
auf einem grossten Kreise. ’

Wenn man die Seiten eines spharischen Drei-
ecks,. oder ihre Verlingerungen, durch einen grass-
ten Kreis selineidet und auf jeder Seite des Drei-
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ecks den vierten harmonischen Punkt construirt, so
schneiden sich die drei grossten Kreise, welche
dic harmonischen Punkte mit den gegeniberliegen-
den -Ecken des Dreiecks verbinden, in ein- und dem-
selben Punkte. :

Wenn man die. Beiten efneés spharischen Drei-
ecks, oder-ihre Verlangerungen, durch einen gross-
ten Kreis schneidet, und zwei'von diesen Schnitt-
punkten durch grosste Kreise mit den gegeniiber-
liegenden Ecken des Dreiecks verbindet, so schpei-
den sich diese in einem Punkte, durch welchen
auch derjenige grosste Kreis hindurchgeht, wel-
cher den zu dem dritten Schnittpunkt harmonischen
Punkt mit der gegeniiberliegenden Ecke des Dreiecks
verbindet. '

Drei Paare grosster Kreise, weleche irgend vier
Punkte der Kugeloberfliche paarweise verbinden,
schneiden irgend einen anderen grossten Kreis in
Punkten der Involution.

Die beiden letzten Sitze lehren zu drei aufl einem gross-
ten Kreise der Kugeloberfliche gegebenen Punkten- dem -vierten
harmonischen, und zu fiinf Punkten der Involution den sechsten
in linearer Weise construiren.

Die Bedingungsgleichung (10) fiir harmonische Punkte auf
dem- grossten Kreise der Kugeloberfliche geht iber in: !
(20 , 30 __
(23) .o . T (51—) (3—1)' =290,
wenn man amiimmt, dass die ‘harmonischen Punkte unendlich
nabe an' einander liegen, und die sie begrenzenden Stiicke des
- grossten Kreises konnen als gerade Linien betrachtct werden.
Ebenso geht die Bedingungsgleichung (22) far Punkte der
Involution auf einem grossten Kreise der Kugeloberflache iber. in:
= Bod)) . (Bi4y) . (Bo4,) |
T (Body) - (Bi4y) . (B4
wenn die Punkte der Involution unendlich nahe an einander lie-
gen, und die sie begrenzenden Stiicke des grossten Kreises wer-
den gerade Linien.

@) .. ..... 1
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Nnmmt man daher die Glelchun;fﬂ !Il! Deﬂmuon der har-
Gleichung (24) als »Deﬁmnon der Pmrkte der-Involution
auf einer geraden Linie, so lassen sich durch das unendlich
Kleine die angegebenen vier Sitze der Kugeloberfliche ohne
Schwierigkeit auf die Ebene ubertragen.

Schliesslich mag noch bemerkt werden, dass dle in der vor-
hergehenden Vorlesung angedeuteten Betrachtungen des .Tetrae-
ders_auf Grund der. in dieser Vorlesung entwickelten Satze sich
leicht ausdehnen lassen, was zu interessanten Satzen fiahrt aber ein
Tetraeder in Verbindung mit einem beliebigen Punkte des Raumes.

Vierte Vorlesung.
Das Pascal’sche Sechseck und damit verwandte
Figuren.

Die geschickte Anwendung der in den beiden vorhergehen-
den Vorlesungen eingefiihrten Symbale fithrt oft mit solch aber-
raschender Einfachheit zu complicirten geometrischen Satzen, dass
es gerechtfertigt erscheint, diesem Gegenstande noch einen kur-
zen Abschnitt zu widmen.

Man weiss, dass, wenn:

R=90, R =o, r=o,
die gegebenen Gleichungen von irgend drei Ebenen sind, welche
.sich in ein und derselben geraden Linie schneiden, sich 4 und &’
so bestimmen lassen, dass folgende identische Gleichung erfillt wird:

R I{’ ” o
7+Ir+1‘ = 0.

Setzt man daher%‘- ==r, Il—{, == r’, so stellen die Gleichungen:

’”

r=—o, r'=o, r —=—20o

irgend welche drei Ebenen dar, welche sich in ein und derselben
geraden Lini¢ schneiden nnter der Bedingung:

() B . r+r 4+ =o.



Das Pascal’sche Sechseck und damit verwandte Figuren. 39

Man kann daher sagen, dass die identische Gleichung (1) die
Bedingung der angegebenen Figur ausdriicke, welche besteht aus
drei Ebenen .r, die sich in ein und derselben geraden Linie
schneiden. .

Um diese Figur weiter auszufihren, nehine man auf der ge-
meinsamen Schnittlinie der drei Ebenen r einen Punkt P als die
Spitze einer dreiseitigen Pyramide 4, deren drei Seitenkanten re-
spective in den Ebenen r liegen. Die Bedingungen der so er-
weiterten Figur werden dann durch (1) und in gleicher Weise
durch die identischen Gleichungen ausgedrickt :
@....0—d'=r, —a=r, a—d=r",
indem a = o0, a'==o0, a" =0 die Seitenflichen der dreiseitigen
Pyramide 4 analytisch darstellen.

Beschreibt man noch zwei andére dreiseitige Pyramiden B
und C mit der gemeinsamen Spitze P, deren Seitenkanten gleich-
falls in den Ebenen r liegen, so dracken sich die Bedingungen
des hinzugekommenen Theiles der Figur in gleicher Weise durch
die identischen Gleichungen aus:

@....0—b'=r, V=b=r, b—b=r"
@....d—c'=r, "—c=r, c—=r".

Die Bedingungen der beschriebenen sehr complicirten Raum-
figur driicken sich hiernach durch die zehn aufgesteliten Glei-
chungen auf ganz einfache Weise aus. Der Vortheil dieser Aus-
drucksweise besteht aber darin, dass man aus den ubersichtlichen
identischen Gleichungen andere eben so einfache ableiten kann,
deren geometrische Deutung Eigenschaften der Figur leicbt er-
kennen lisst. Denn stellt man folgende Gleichuagen:

b—c=9, c—a=g, a—b=y”

als Definition auf der Symbole ¢, ¢, ¢”, so sieht man, dass aus
den angegebenen- zehn identischen Gleichungen folgende hervor-
gehen:

) e+ o+ =o
6....6—c=9¢, ¢ —a=g, a—b=g¢".
M....0—c=e, .c'—a'Eg', d—b=g¢"

’”

®....0"—c"=p, '—d'=¢g, a'—b'=0
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Die letzten 9 Gleichungen bewe’iseﬁ;-iiﬁ&fﬁe Ebenen & und ¢,
b und ¢, b” und ¢” sich in drei geraden Linien schneiden, welche
auf einer Ebene ¢ liegen u. s. w., und die Gleichung (5), dass
die drei Ebenen ¢ durch ein und dieselbe gerade Linie gehen.

Alle Ebenen, von welchen die beschriebene Raumfigur han-
delt, gehen durch €in und denselben Punkt P. Die Projectionen
derselben aof eine Kugeloberfliche, deren Mittelpunkt P ist,
werden -daher grosste Kreise, und die bewiesenen Eigenschaften
der Raumfigur lassen sich als Satz auf der Kugeloberflache also
ausdricken:

Wenn die Ecken von drei sphéarischen Dreiecken
auf drei grossten Kreisen r der Kugeloberfliche
liegen, welche sich in ein und demselben Punkte
schneiden, so schneiden sich die entsprechenden
Seiten je zweier dieser Dreiecke in drei Punkten,
welche auf einem grossten Kreise ¢ liegen, und die
drei grossten Kreise ¢ schneiden sich wieder in ein
und demselben Punkte der Kugeloberfliche.

Das Princip der Kugel lasst aus diesem Satze folgenden hér-
vorgehen:

Wenn die Seiten von drei sphiarischen Dreiecken
durch drei Punkte r der Kugeloberflaiche gehen,
welche auf einem grossten Kreise liegen, so schnei-
den sich die drei grossten Kreise, welche die ent-
sprechenden Ecken von je zwei Dreiecken verbinden,
in ein und demselben Punkte ¢, und die drei Punktepe
liegen auf einem grossten Kreise.

Dass diese Satze der Kugeloberfliche ebenfalls fir die Ebe-
Men gelten, wenn man fiir die grossten Kreise gerade Linien in
der Ebene nimmt, bedarf nach dem Vorhergehenden kaum der
Erwahnung.

Um eine zweite Anwendung zu machen von den Symbolen
der Ebenen, betrachten wir irgend eine sechsseitige Pyramide,
deren gegeniiberliegende Seitenflichen sich paarweise in drei ge-
raden Linien schineiden, welche in ein und derselben Ebene lie-
gen. Eine solche sechsseitige Pyramide nennen wir eine Pas-
cal’sche Pyramide nach dem Entdecker der Eigenschaften
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derselben, und die- welcher sich die gegeniiberliegen-
den Seitenflichen derselben paarweise schneiden, nennen wir die
der Pyramide zugehorige Pascal’sche Ebene.

' Die Bedingungen der Pascal’schen Pyramide drucken sich
mn einfach durch folgende drei identische Gleichungen aus:

/o ’”

a—a—r,

7 r”

(9)...--‘......b——b=1‘,

”

c—c¢c=r,

indem @ ==ound ¢'=0, b=10 und &' ==0, c==0 und ¢’=o0
die Gleichungen der gegeniiberliegenden Seitenflichen der Pyra-
mide vorstellen, und r” =-o die Gleichung der ihr zugehorigen
Pascal’schen Ebene.

Alle diese Ebenen, sowie diejenigen, welche in der Folge
betrachtet werden, gehen durch die Spitze P der Pyramide.

Definirt man nun die Ausdrucke a”, b, ¢” durch die identi-
schen Gleichungen:

(10) . "#5’ +b4c=0 aFb+c'=0 d+b+c=o,
so hat man mit Zuziehung der identischen Gleichungen (9) auch -
folgende : .
W...d" +b+c=o e+ b +¢=0 d+0b+c"=0.
Diese sechs identischen Gleichungen beweisen, dass a” = o,
b"=o0, ¢ = o die Gleichungen von drei Ebenen sind, welche
" die gegeniiberliegénden Seitenkanten der sechsseitigen Pyramide

paarweise verbinden. Wir bezeichnen sie mit dem Namen der
Diagenalebenen der sechsseitigen Pyramide.

Definirt man ferner zwei andere Ausdriicke » und »’ durch
die identischen Gleichungen:

d—d'=r o —a=r,
so hat man mit Bericksichtigung von (10) und (f}):
a—a=r, a—a=r,
....... ¥V—b'=r, b —b=7r,
C—c'=r, —c=7,
und aus (9) und (12) folgt:. _
B....0000... r+r4r"=o.
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Noch- andere identische Gleich-l';.n;g’_'ekﬂ’_’von derselben Form er-
hilt man, wenn man drei Ausdriicke ¢, ¢, ¢” durch die identi-
scher-Gleichungen definirt:

1

b —c=9, ¢c —a=g¢, a —b=¢"
aus welchen man- mit Zuziehung der vorhergehenden Gleichungen
leicht folgende ableiten kann:

b —c=p¢, ¢c—a=¢, a —b=y¢g,

1) ... .0 =—c=p, d—d=¢, d —V=¢"

V— =, —d'=¢, &= V="

(18) o v o 9f|-9'+9"Eo.

Die fanf Systeme Gleichungen (12) und (14) sind conform
mit dem Systeme (9), den Bedingungen der Pascal’schen Pyramide.
Sie sind also die Ausdricke far andere Pascal sche Pyrdmlden,
die in der betrachteten ihren Ursprung llaben, und die Gleichun-
gen (13) und (15) liefern den Beweis, dass die diesen Pyramiden
zugehorigen Pascal’schen Ebenen sich zu dreien combinirt in ein
und derselben geraden Linie schneiden. I

. Forscht man aber diesem Ursprunge naher mach, so ersieht
man aus (12), dass die geraden Seitenflichen und die drei Dia-
gonalebenen der gegebenen Pascal'schen Pyramide eine zweite,
und dass die ungeraden Sciténflichen und die drei Diagonal-
ebenen der gegebenen Pascal'schen Pyramide eine dritte Pascal-
sche Pyramide bilden, beide mit denselben Seitenkanten als die
gegebene Pyramide. Die diesen drei Pyramiden entsprechenden
Pascal’schen Ebenen r schneiden sich nach (13) in ein und der-
selben durch die gemeinsame Spitze der Pyramiden gehenden ge-
raden Linie.

Die sechs Seitenflichen und die drei Diagonalebenen der
gegebenen Pascal’schen Pyramide bilden aber zu sechs combinirt
nach (14) noch drei andere Pascal'sche Pyramiden mit denselben
Seitenkanten als die gegebene. Die ihnen entsprechenden Pas-
cal’'schen Ebenen ¢ schneiden sich naeh (15) in einer durch die
gemeinsame Spitze der Pyramiden gehenden geraden Linie.

Nennt man, um die bewiesenen Sitze durch Projection von
der gemeinsamen Spitze P der Pyramiden als Mittelpunkt auf die
Kugeloberfliche zu ubertragen, ein sphirisches Sechseck auf der
Kugeloberfliche ein Pascal’sches Sechseck auf der Kugel-
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oberflache, wenn die gegeniberliegenden Seiten desselben sich
paarweise in drei Punkten schneiden, die auf einem grossten
Kreise, dem Pascal’schen Kreise des Sechsecks, ‘liegen,
so kann man denselben folgenden Ausdruck geben:

Wenn auf der Kugeloberflache irgend ein Pas-
cal’sches Sechseck .gegeben ist, so bestimmen die
sechs Seiten und die drei Diagonalen desselben als
Seiten zu sechs combinirt zwei Gruppen yon drei
Pascal’schen Sechsecken, deren Ecken mit den
Ecken des gegebenen Sechsecks zusammenfallen.
Die Sechsecke der ersten Gruppe sind das gegebene,
ein zweites Sechseck, gebildet aus den geraden Sei-
ten des gegebenen und den drei Diagonalen, und ein
drittes Sechseck, gebilde't aus den ungeraden Seiten
und den Diagonalen. -Die Pascal’schen Kreise r der
ersten Gruppe schneiden sich in ein und demsel-
beh Punkte; ebenso schneiden sich die Pasca'l -
schem Krelse ¢ der zweiten Gruppe wieder in einem
Punkte. _

Aus der Uebereinstimmung der in dieser Untersuchung auf-
gestellten Gleichungen mit den Gleichungen, welche die vorher-
gehende darbot, ist man zu schliessen berechtigt, dass beide
Untersuchungen in ihrem Verlauf dieselben Raumfiguren ergeben.
Den einzigen Unterschied fithren die Gleichungen (10) und (11)
herbei, welche in der ersten Untersuchung fehlen. Da diese Glei-
chungen aber eine Beschrinkung ausdriicken, so sieht man, dass
die Figur der letzten Untersuchung einen specielleren Charak-
ter hat. . '

Um schliesslich noch eine Eigenthamlichkeit der beschriebe-
nen specielleren Raumfigur vorzufihren, definiren wir drei Aus-
driicke R, und drei Ausdriicke P durch folgende identische Gleir
chungen : S

. T’E .R, Q"'— g’E P,-
(1) . ..... r—r'=PR, ¢ —¢¢=

r _ ro= R”, 9} - 0 Pu’

woraus mit Hiilfe der vorhergehenden identischen Gleichungen
folgende hervorgehen: :
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R+P=3s R+ P=23d R +P=3a,
M ....R+P=3h, R +P=30, R'4+P=3V,
R+ P'=3, R+ P'=3’, R+P=3c"

Vergegenwirtigt man sich die Gleichungen (13), (15) und (16)
so sieht man, dass. R =0, R"= 0, R”== o die den drei Ebenen
r, v, #" in ihren moglichen Combinationen entsprechenden vierten
harmonischen Ehenen, und dass P=o0, P'= 9, P”"== 0 die den
drei Ebenen o, ¢, ¢” entsprechenden vierten harmonischen Ebe-
nen darstellen, wahrend die Gleichungen (17) den Beweis liefern,
dass die drei vierten harmonischen Ebenen der ersten Gruppe
die drei vierten lhgrmonischen Ebenen der zweiten Gruppe in
neun geraden Linien schneiden, welche auf den Seitenflichen
und den Diagonalebenen der betrachteten Pascal'schen Pyramide

liegen. -

Man hat daher im Anschluss an den oben angegebenen Satz
folgenden:

Die drei vierten harmonischen grossten Kreise
zu den drei Pascal’schen Kreisen r schneiden die
drei vierten harmonischen gréossten Kreise zu den
drei Pascal’schen Kreisen ¢ in neun Punkten, welche
auf den Seiten und den Diagonalen des gegebenen
Pascal’schen Sechsecks liegen.

" Das Princip der Kugel angewendet auf diese Satze fahrt
auf npeue Satze. Alle diese Satze kann man auch auf die Ebene
" iibertragen, indem man gerade Linien in der Ebene fiir die

grdssten Kreise der Kugeloberfliche nimmt.

An, die viorhergehende Betrachtung der Pascal’schen sechs-
seitigen Pyramide, deren Bedingungen die Gleichungen (9) aus-
driicken, schliessen wir noch folgende zusatzliche Bemerkungen an:

Wie eine zwischen den variabeln Coordinaten lineare Glei-
chung eine Ebene definirt, so definirt irgend eine gegebene Glei-
chung zwischen denselben Coordinaten eine Oberflache. Ist die
gegebene Gleichung von der’zweiten Ordnung, das heisst, be-
steht sie aus Gliedern, die nur die Quadrate der Coordinaten
und die Producte derselben in der zweiten Dimension neben Glie-
dern der ersten und nullten Ordnung enthalten, so nénnt man
die Oberfliche zweiter Ordnung. Hiernach ist zum Beispiel:

(8....7" " —r"a+b+c)+bct+catab=o

.
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die Gleichung einer "bestimmten Oberfliche zweiter Ordnung.
Diese - Glelchung geht, wenn man a- gleich o setzt, mit Ricksicht

auf (9) aber in: ’

- " ——b)(r —c)._bc=o.

Die Gleichung (18) wird also erfillt, wenn man ¢ = ¢ und zu-
gleich & = o setzt, das heisst, fiar die Coordinaten aller Punkte,
welche in der Schnittlinie der beidcn Ebenen ¢ = 0 und b = o
liegen, die sich in einer Seitenkante der gegebenen Pascal’schen
sechsseitigen Pyramide schneiden. Diese Seitenkante liegt daher

" in der durch die Gleichung (18) gegebenen Oberfliche zweiter

Ordnung.

‘Da sieh dieselben Bemerkungen bei jeder Seitenkante jener
Pascal’schen Pyramide wiederholen, so liegen sammtliche sechs
Seitenkanten der gegebenen Pascal’'schen Pyramide in der durch
die Gleichung (18) gegebenen Oberfliche zweiter Ordnung.

Eine charakteristische Eigenschaft dieser Oberfliche lasst sich
leicht aus ihrer Gleichung (18) erkennen, wenn man die Spitze P
der Pyramide in den Coordinatenanfangspunkt legt. Denn in
dieser Voraussetzung werden die Ausdriicke a, b, ¢, r”, woraus die
Gleichung (18) zusammengesetzt ist, lineare homogene Ausdriicke
von der Form: :

uzx + vy + we,
welche sammtlich den Factor % erhalten, im Uehngen aber un-
geandert bleiben, wenn man fiir x, y, z respective setzt kx, ky, kz.
Burch diese Aenderung erhalt der linke Theil der Gleichung (18)
den Factor %°, bleibt aber im Uebrigen ungeindert.

Wenn -daber «, y, z die Coordinaten irgend eines Punktes
der Oberflache (18) sind, so sind auch k«, ky, kz die Coordina-
ten eines Punktes derselben Oberfliche. Geometrisch bedeutet
dieses, dass jede gerade Linie, welche irgend einen Punkt der
Oberfliche  mit dem Coerdinatenanfangspunkt P verbindet, in
ihrer ganzen Ausdehnung’-in der Oberfliche liegt. Die Ober-

‘fliche (18) besteht daher aus lauter geraden Linien, die in

dem- Punkte. P zusammenstossen. Eine solche Oberfliche
nennt man einen Kegel, und da- derselbe durch eine Glei-
chung zweiter Ordnung (i8) definirt wird, einen Kegel zweiter
Ordoung. Man hat daher den Satz ,,dass die sechs Seitenkan-
ten einer Pascal'schen Pyramide in einem Kegel Zweiter Ordnung
liegen.«
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Um die wahre Bedeutung dieses Satzes zu erkennen, bedarf
es zweier Voranssetzungen, die freilich erst in den spiteren Un-
tersuchungen bewiesen werden, erstens, dass ein Kegel zweiter
Ordnung durch fiinf Kanten desselben unzweideutig bestimmt
ist, zweitens, dass eine durch zwei Kanten des Kegels zwei-
ter Ordoung gelegte Ebene den Kegel nur in diesen zwei
Kanten schneidet. [Wir weisen auf die vierzehnte Vorlesung hin,
in- welcher die Voraussetzungen bewiesen werden.] Denn macht
man diese Voraussetzungen, so sieht man, dass der angegehene
Satz alle Kanten des Kegels zweiter Ordnung linear construiren
lehrt, wenn finf Kanten des Kegels gegeben sind; woraus wie-
derum folgt ,,dass alle einem Kegel .zweiter Ordnung “einbeschrie-
henen sechsseitigen Pyramiden Pascal'sche Pyramiden sind.

Definirt man einen spharischen Kegelschnitt als die
Schnittcurve eines Kegels zweiter Ordnung und einer Kugel, de-
ren Mittelpunkt in der Spitze des Kegels liegt, so ibertragt sich
der bewiesene Satz auf die Kugeloberflaiche wie folgt:

Die Ecken eines Pascal’schen Secksecks auf der
Kugeloberfliache liegen auf einem spharischen Kegel-
schnitt.

Der aus den angegebenen Voraussetzungen hervergegangene
Satz, auf die Kugeloberfliche iihertragen, lasst sich also wieder-
geben: ) : )
Jedes einem spharischen Kegelschnitt einbe-
schriebene sphirische Sechseck ist ein Pascal’-
sches Sechseck.

" Das Princip der Kugel angewendet auf diese beiden -Satze
veranlasst die Frage, welches die Curve sei, die  von den grdssten
~ Kreisen der Kugeloberfliche beriihrt wird, deren Pole einen spha-
rischen Kegelschnitt beschreiben. Es lasst sich nachweisen, wozun
die spiteren Untersuchungen [in der vierzehnten Vorlesung iiber
Kegel zweiter Ordnung] die Mittel bieten, dass diese grassten-
Kreise einen sphirischen Kegelschnitt berithren. Setzt man dieses
als hewiesen voraus, so ergehen sich durch das Princip der Kugel
aus den zuletzt angegebenen Sitzen neue, die sich gleich wie
jene auch auf die Ebene aibertragen lassen.
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Fanfte Vorlesung.
Der ‘Punkt 1m Raume und Punkte im Raume.

\

Wie die Lage eines Punktes im Raume durch drei Grossen,
durch seine Coordinaten, unzweideutig bestimmt ist, so kann man
auch die Lage einer belichigen Ebene im: Raume durch drei
Grossen ausdriicken. Ist namlich die Gleichung irgend einer
Ebene :

() vr vy +wz 4+ 1=—=0

gegeben, auf welche Form sich die Gleichung jeder Ebene zu-

rickfihren lasst, so sieht man, dass die Lage dieser Ebene allein-

abhiangt von den Werthen der Constanten u, », w, welche linear
in die Gleichung eingehen. Weil diese Constanlen die Lage der
Ebene im Raume unzweideutig bestimmen, so werden wir sie
die Coordinaten der Ebenen nennen, oder Ebenencoordina-
ten zum Unterschiede von den einen Pupkt iin Raume bestim-
menden Punktcoordinaten.

Sind demnach die Coordinaten u, v, w einer ‘Ebene gegeben,
so kann man aus ihnen die Gleichung (1) zusammensetzen, die
Gleichung der Ebene, durch welche die Ebene selbst im Raume
bestimmt ist. Die Coordinaten der Ebene, geometrisch gedeutet,
sind also die negativen reciproken Abschnitte, welche die Ebene
auf den Coordinatenaxen macht.

Fragt man nach den Eigenschaften aller Punkte, deren Coor-
dinaten irgend einer gegebenen linearen Gleichung der Coordina-
ten geniigen, so weiss man, dass alle diese Punkte auf ein und
derselben Ebene liegen. Die analoge Frage im Falle von Ebenen-
coordinaten stellt sich so: welche Eigenschaften haben alle Ebe-
nen, deren Coordinaten irgend einer gegebenen linearen Gleichung
geniigen: : '

@ ...ee...du+Bv+Cw+ D=o.

Es wird sich zeigen, dass alle ‘diese Ebenen durch ein und
denselben durch die Gleichung (2) bestimmten Punkt hindurch-
gehen. Wenn nun im ersten Falle die gegebene, in Punktcoor-
dinaten lineare, Gleichung die Gleichung der Ebene genannt wutde,
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so verlangt die Analogie in dem anderen Falle, dass man die
gegebene, in Ebenencoordinatef§ lineare, Gleichung (2) die Glei-
chung des Punktes renne, durch welchen alle jene Ebenen
gehen. Von dieser Benennungsweise soll in dem Folgenden ein
vielfaltiger Gébrauch gemacht werden.

Es bleibt aber noch nachzuweisen ibrig, dass alle Ebenen (1),
deren Coordinaten der Gleichung (2) geniigen, wirklich durch ein
und denselben Punkt hindurchgehen. Um diesen Nachweis zu fiih-
ren, kann man bemerken, dass in der Gleichung (2) die Coordina--
ten u, » belichige Werthe annehmen, dass aber der Werth von w
durch sie bestimmt ist. - Setzt man daher diesen Werth von w in
die Gleichung (1), so erhalt man die Gleichung aller Ebenen (1),
deren Coordinaten der Gleichung (2) geniigen, in der Form:

3 ....(Cxe— 42)u + (Cy — Bz)v + (C—Dz)=0

mit den beiden ganz willkiirlichen Constanten u, ». Diese Glei-
chung ist aber zusimmengesetzt aus den Gleichungen der drei
Ebenen: »
4....Cx—Adz=0, Cy —Bz=0, C— Dz=0.

Die Ebene (3) geht also durch den Schnittpunkt P der drei Ebe-
nen (4), dessen Coordinaten sind:

i A B - C
) ISP r=73, Y= r=7p.

Dieser Punkt P ist es also, welchen die Gleichung (2) ana-
Iytisch darstellt. Es ergiebt sich hieraus zugleich eine Regel fir
die Bestinmung der Coordinaten eines duich seine Gleichung
gegebenen Punktes, wie fur die Bildung der Punkigleichung,
wenn die Coordinaten des Punktes gegeben sind. Denn bringt
‘man die gegebene Punktgleichung (2) durch -Multiplication mit
einem constanten Factor auf die Form, in welcher das, constante
Glied gleich der Einheit ist, so sind die Coefficienten von u, v, w
die Coordinaten des Punktes. Multiplicirt man dagegen die ge-
gebenen Coordinaten eines Punktes respective mit den Ebenen-
coordinaten und setzt die Summe dieser Preducte zur Einheit,
addirt gleich o, so hat man die Gleichung des Punktes.

Da die Gleichung (1), welche durch die Gleichung (2) auf
die Form (3) gebracht wurde, in dieser Form mit den beiden
willkiirlichen Constanten u, v alle moglichen Ebenen darstellt,
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welche durch den Punkt P gehen, so sicht man, dass die va-
riabeln Ebenencoordinaten u, », w, welche nur der Gleichung (2),
der Gleichung des Punktes P, geniigen., allen moglxchen Ebenen
mgehoren, welche durch diesen Punkt gehen. :

Die Form (2) der Gleichung des Punktes wird fortan die
allgemeine Form der Gleichung des Punktes genannt
werden zum Unterschiede von der Form:

6 .. u... au 4+ bv +.cmw + L=o,

die wir die Normalform der Gleichung des Pun'kt'és
Rennen. ' o

@0 ...Wenn die Coordinaten U, ¥, W einer geraden
Linie und die Gleichung eines Punktes im
Raume in der Normalform gegeben sind, den
senkrechten Abstand des "Punktes von der
Ebene zu bestimmen.

Diese Aufgabe lasst sich leicht zuriickfithren auf die Aufgabe (7)
in der zweiten Vorlesung. Denn es ist dle Gleichung der Ebene
in der Normalform :

U4 Vy 4 Wz+ 1
— Vi i wy

und wenn (6) die gegebene Gleichung des P_nnktes- ist, so hat
‘man die Coordinaten desselben

’

a, b, e

Darans ergiebt sich nun nach der in (8) der zweiten Vorle-
sang angegebenen Regel der senkrechte Abstand des Punktes von
der Ebene: .
: Vst Vo +Wet |
Vet rewy

- Vergleicht man diesen Ausdruck mit (6), so kann man fol-
~ gende Regel aufstellen: : o

® ...Wenn man den linken Theil einer in der Nor-
malform gegebenen Gleichung eines Punktes
dividirt durch J/(* + o + »%, so driickt der
Quotient den senkrechten Abstand aus des
Punktes von einer durchihre Coordinaten u,s,»
gegebenen Ebene.
Hesse, Analyl, Geomelr, 4
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Setzt man:
Zaud4dbv+cw+1,
=Z=aqut+br+ew+1,

=
N
I

A
I

die Bedingung ausdriicken, dass eine durch ihre Coordinaten u, v, »
bestimmte Ebene von den durch ihre Gleichungen 4—=o0 und 4,=o0
gegebenen Punkten gleich weit abstehe. Da (10) aber die Glei-
chung eines Punktes .ist, so werden alle Ebenen, deren senk-
rechte Abstande von den beiden Punkten gleich sind, durch je-
nen Punkt hindurchgehen. Es ist dieses bekanntlich derjenige
Punkt, der auf der Verbindungslinie der beiden gegebenen Punkte
in dem Unendlichen liegt.

Sind die senkrechten Abstinde der Ebene von den beiden
gegebenen Punkten gleich, aber von entgqmenocseuten Vorzeichen,
80 hat man dafar die Bedingung:

M) oo oo A4+ 4,:=0,

welches die Gleichung desjenigen Punktes ist, der dic Verbin-

dungslinie der beiden gegebenen Punkte 4 = o und 4, = o hal-

birt. Denn alle Ebenen, welche durch diesen Punkt gehen, ha-

ben von den beiden gegebenen Punkten gleiche, aber dem Vorzei-

chen nach cntgegengesetzte Abstinde. Man hat daher den Satz:

(12) ... Wennd=ound 4, = o die Gleichungen zweier
gegebener Punkte in der Normalform sind,
so8ind 4 — 4, = o und 4+ 4, == 0 die Glei-
chungen zweier anderer Punkte auf der Ver-
bindungslinie der ersteren, von welchen
der eine in dem Unendlichen liegt, der an-
dere die Verbindungslinie halbirt.

Um von diesem Satze eine Auwendung zu machen auf das ebene
Dreieck und das Tetraeder nehmeir wir folgende beide Sitze zu Hilfe:
(13) . .. Wenn zwischen den Gleichungen +dreier

Punkte U=o, U =090, Uy=o0 die Identitit
statt hat:

kU + kU, 4+ kU, = o,
so liegen die drei Puukte auf ein und dersel-
ben geraden Linie.
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Die Coordinaten aller Ebenen, welche durch die beiden Punkte
U= o0 und U, = o hindurchgehen, geniigen diesen beiden Glei-
chungen zugleich, sie geniigen also auch, mit Ricksicht auf die
Identitat , der Gleichung U, = 0. Da aber alle Ebenen, deren
Coordinaten der Gleichung U, = o geniigen, durch ein und den-
selben Punkt U, = o gehen, und die vorhin erwahnten Ebenen,
welche durch die Verbindungslinie der beiden Punkte gehen,
mit zu diesen Ebenen gehoren, so muss der Punkt U, == o auf
der Verbindungslinie der beiden Punkte liegen.

(14) . . . Wenn zwischen den Gleichungen von vier
Punkten U=, U, =0, U, =0, Uy = o die Iden-
titat statt hat:

‘ kU + kU, +k2Uz 4+ U= o,

so liegen die vier Punkte auf ein und dersel-
ben Ebene.

Man hat nur eine Ebene, deren Coordinaten den drei Punktglei-
chungen U =0, U,== o0, U,= o zu gleicher Zeit geniigen, nimlich
die Ebene, welche durch die drei Punkte hindurchgeht. Die
Coordinaten dieser Ebene geniigen, mit Rucksicht auf die Identi-
tit, der Gleichung U; == o. Da nun alle Ebenen, welche der Glei-
chung U, = o genhigen, durch ein und densetben Punkt U; == o
gehen , so muss auch die angegebene Ebene durch diesen Punkt
gehen.

Betrachtet man nun irgend ein ebenes Dreieck, dessen Ecken
durch die Punktgleichungen in der Normalform gegeben seien «

Ady=9, A =0, 4dy=o0,

30 hat man nach dem Yorhergehenden fir die Ilalbirungspunkte
der Seiten die Gleichungen: . '
A+ =0, A+ d,=0, 4,+ 4 =0

Die Gleichung aber:

A+ 4, +4,=0
stellt einen Punkt im Raume dar, der nach (14) in der Ebene
des Dreiecks und nach (13) auf jeder der drei geraden Linien
liegt, welche die Mittelpunkte der Seilen des Dreiecks verbinden
mit den gegeniberlicgenden Ecken. Es ist dieses ein Satz, dem
man folgeudé.n Ausdruck geben kaunn ;

4*
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Wenn man die Mittelpunkte der Seiten eines
ebenen Dreiecks verhindet durch drei gerade Li-
nien mit den ihnen gegeniherliegenden Ecken, so
schneiden sieh die drei Verbindungslinien in ein
und demselben Punkte, dem Schwerpunkte des
Dreiecks. ‘

Dricken die Punktgleichungen in der Normalform :
A°=0,' Ai=0, dy=—o0, A3=0o0
die Ecken ecines Tetraeders aus, so hat man fir die Halbirungs-
punkte der Kanten die folgenden Gleichungen : ’
A+ A4, —o0, 4+ 4y=0,
4+ 4, =0, 43+ 4, =0,
Ay + Ay =0, A, 4+ 4,==o0.

Zwei von dicsen in derselben Horizontallinie stehenden Gleichun-
gen zu einander addirt geben dreimal die Gleichung:

4+ 4+ 4+ 4=0,
wodurch nach (13) der Beweis des Satzes gefiihrt ist:

Weun man die Mittelpunkte der gegeniiberlie-
genden Kanten einecs Tetraeders durch drei gerade
Linien verbindet, so schneiden sich die drei Ver-
bindungslinien in ein und demselben Punkte.

Man kann aber auch die zuletzt angefithrte Gleichung vier
Mal zertheilen in die Summe von drei Gliedern 4 einem Gliede,
woraus nach (13) der Satz entspringt : :

Wenn man den Schwerpunkt einer jeden Seiten-
fliche eines Tetraeders durch eine gerade Linie
verbindet mit der gcgcn;"nl)crliegendcn Ecke des Te-
traeders, so schneiden sich die vier Verbindungs-
linien in ein und demselben Punkte.

Die Analogie, welche die vorstehenden Untersuchungen mit
der zweiten Vorlesung hieten, erstreckt sich auch anf die folgen-
den Untersuchungen und die dritte Vorlesung. -
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Sucht man die Bedingung, welche die Coordinaten u, v, w
einer Ebene zu erfillen haben, wenn die senkrechten Abstinde
der Ebene von zwei durch ihre Gleichnngen in der Normalform
gegebenen Punkten : ‘

) . .« .o dy=0, 4, =0

sich verhalten sollen wie zwei gegebene Grissen a,: a;, so tindet
man:
4o

: 4,
(|6) ........... a——- "-I-l--—- 0.

Es ist dieses die Gleichung eines Punktes. Durch ihn ge-
hen also alle Ebenen, deren senkrechte Abstinde die genmanute
Eigenschaft haben. Die geometrische Anschauung lehrt, dass
dieser Punkt auf der durch die beiden Punkte gehenden geraden
Linie liegt. Daber stellt die Gleichung (16) einen Punkt dieser
geraden Linie dar. Die geowmetrische Anschauung lehrt ferner,
dass die Abstiande dieses Punktes selbst von den beiden gegebenen
sich ebenfalls verhallen wie die gegebenen beiden Grossen a,: «,.
Daraus kann man wiederum schliessen, dass die Gleichuug (16)
jeden heliehigen Punkt auf der Verbindungslinic der beiden ge-
gebenen Punkte ausdriickt. Denn, welches auch der auf der
Verbindungslinie angenommene Punkt sei, es wird (16) die Glei-
chung dieses Punktes sein, wenn a, und a, die Abstande dessel-
ben von den gegebenen beiden Punkten ausdriicken. '

Bringt man, indem man 1 = %’ setzt, (16) auf die Form :
1

und bezeichnet die gegehenen beiden Punkte mit o und 1, und
einen dritten beliebigen Punkt auf der Verbindungslinie der ge-
gebenen Punkte mit 2 , so wird dieses die Gleichung des Punk-
tes 2 sein in der Voraussetzung, dass 1 den Werth hat:
— 20
b= ey’
Dieser Punkt liegt zwischen den gegebenen beiden Punkten,
oder ausserhalb derselben je nachdem A negativ oder positiv ist.
Ein anderer Punkt 3, der ebenfalls auf der geraden Linic
liegt, hat zur Gleichung: ‘
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Das Verhaltniss :
_(20) . (30)

g @D 3
nennt man das anharmonische Verhialtoiss des Punkten-
paares 2 und 3 zu dem Punktenpaare 0 und 1.

Das -anharmonische Verhiltniss wird wieder ’%, wenn die
Gleichungen der beiden Punktenpaare in der Form gegeben sind:

@) ... Vo=o90, Vi=0, V,—IV,=0, Vo— mV,=o,

wovon man sich leicht uberzeugt, wenm man die allgemeinen
Formen V7, ¥, der Gleichungen des ersten Punktenpaares durch
ihre Normalformen ausdriickt.

22)... Gegeben sind die Gleichungen von vier Punk-

ten, die auf ein und derselben-geraden Linie
liegen:

U,—AU, =0, Uy—uU:==0, Uy—~LU=0, Uy=p,U=o0,

das anharmonische Verhialtniss des letzten
Punktenpaares zu dem ersten zu bestimmen.

Durch Zurickfihrung der gegebenen Formen auf die Formen (21)
erhilt man aus den letzteren das gesuchte anharmonische Ver-

haltniss ~ gleich :
m

Das anharmonische Verhaltniss wird zu einem harmonischen
Verhaltniss, wenn ersteres den Werth — 1 annimmt, und die
beiden Punktenpaare werden unter dieser Bedingung harmoni-
sche Punktenpaare. Man erhalt daher aus (20) die Bedin-
gung fir harmonische Punktenpaare auf ciner geraden Linie:

20) ('30)
eyt e ™

Es ist dieses dieselbe Gleichung, welche wir am Schlusse
der dritten Vorlesung unter (23) als Definition von harmonischen
Punkten auf ciner geraden Linie aufgestellt haben zum Zwecke
der Ucbertragung von Satzen der Kugeloberfliche auf die Ebene.
fhre Discussion fir specielle Fille giebt eine Vorstellung von
der Lage von zwei harmonischen Punktenpaaren zu einander.
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So kann man zum Beispiel bemerken, wenn von einem IPunkten-
paare, welches harmonisch ist zu einem gegebenen Punktenpaar,
der eine Punkt zwischen die gegebenen fillt, dass der andere
ausserhalb liegt; wenn der cine Punkt die von dem gegebenen
Punktenpaar begrenzte -gerade Linie halbirt, dass der andere in
das Unendliche fillt, und umgekehrt; endlich, wenn der eine
Punkt einem der gegebenen unendlich nahe rickt, dass der an-
dere ihm ebenfalls unendlich nahe riickt, so dass im Grenzfalle
_alle drei- Punkte zusammenfallen. :

DPa fiir harmonische Punkte %: — 1 ist, so stellen sjch die

Gleichungen zweier harmonischer Punktenpaare also dar:
@) ... Vy==0, Vi=o0, Vo—1IV,=0, Vy+I1V, =o.

Sind allgemeiner die Gleichungen von zwei Punktenpaaren
auf derselben geraden Linie gegeben in der Form (22), so erhilt
man die Bedingung, dass sie harmonisch zu einander ' seien,
wenn man (23) gleich — 1 setzt, woraus-die Bedingungsgleichung
hervorgeht:

% ..... Ap — LA+ Wi 4+ p) + Apy=o.

Wenn daher von zwei harmonischen Punktenpaaren drei
Punkte gegeben sind, so ist der vierte harmenische Punkt un-
zweideutig bestimmt. Aber es ist nicht das Punktenpaar be-

stimmt, welches harmonisch ist zu ecinem gegebenen Punkten-
paar. Deshalb kann man die Frage aufwerfen:

(21) . . . Dasjenige Punktenpaar zu bestimmen, wel-
ches harmonisch ist zu jedem von zwei ge-
gebenen Punktenpaaren, die auf derselben
geraden Linie liegen.

Sind : A U — LUi=0o, U,— AU,
. U —wli==0, U — U =

I

l

dic Gleichungen der gegebenen, und:
U,— AU, =o.
Uy—pU =0
die Gleichungen des gesuchten Punktenpaares, so hat man die
Bedingungsgleichungen:
Ap — 3@+ ) A + ) + Aoy =0,
Ap — é(l + u)  + W) + gy, =o.
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Hiernach sind die Unbekannten i und p als die Wurzeln
einer leicht’ zu bildenden quadratischen Gleichung bestimmt.
Man wird daher nur ein einziges Punktenpaar finden, welches
zu den gegebenen beiden harmonisch ist.

Drei Punktenpaare auf derselben geraden Linie bilden eine
Iovolution, wenn ein viertes Punktenpaar gefunden werden
kann, welches harmonisch ist zu jedem der drei Punktenpaare.

Zwei gegebene Punktenpaare auf derselben geraden Linie
bestimmen nach dem Vorhergehenden dasjenige Punktenpaar,
welches harmonisch. ist zu jedem der gegebenen Punktenpaare.
Ein drittes zu dem bestimmten Punktenpaare harmonisches Punk-
tenpaar wird also mit den gegebenen beiden eine Invelution bil-
den. Da aber von diesem dritten Punktenpaare ein Punkt auf
der geraden Linie beliebig gewahlt werden kann, so sieht man,
dass von drei Punktenpaaren der Involution finf Punkte auf der
geraden Linie beliebig angenommen werden kénnen, dass der
sechste Punkt der Involution aber durch sie bestimmt isl. Es
findet daher zwischen drei Punktenpaaren auf derselben geraden
Linie nur eine Bedingungsgleichung statt, wenn sie eine In-
volution bilden. '

(28) . . . Es sind die Gleichungen von drei Punkten-
paaren auf derselben geraden Linie gegeben:
Vo —dVi=0, Vo— AMVi=0, V,— LV,—o,
Vo—wVi=o0, Vo—mV,=o0, V,— pV,=o0
die Bedingung anzugebhen, unter welcher

diese drei Punktenpaare eine Involution
bilden.

Stellt man die drei Bedingungsgleichungen in der Form (26
auf, die erfallt werden missen, wenn sich ein Punklenpaar:

Vo — 1 V, =90,

Vo —uV,=o0
bestimmen lassen soll, welches harmonisch ist zu jedem der ge-
gebenen Punktenpaare, und eliminirt aus diesen drei Bedingungs-

gleichungen 4 4 ¢ und 1x, so erhalt man die gesuchte Bedin-
gungsgleichung :

(29) o (Ao— ) (A — ) (A — o) + (o — ) (14 —1,) (("t"- hp)=0.
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Diese Bedingungsgleichung wird, wenn man setzt 4, = u, = 4
und zugleich 1, = u, = p, die Bedingungsgleichung fir vier har-
monische Punkte, die man erhilt, wenn man den Ausdruck (23)
gleich — 1 setzt. Deshalb hat man den Satz:

Wenn von drei Punktenpaaren der Involution das
eine Punktenpaar mit einem Punkte, ein zweites
Punktenpaar mit einem zweiten Punkte zusammen -
fallen, so ist das dritte Punktenpaar der Involution
harmonisch zu den beiden Punkten.

Diese Gleichung (29) geht ferner wber in:

Ay —du, =0,
wenn die Gleichungen der drei Punktenpaare in der Form gege-
ben sind : o .
Ay=0, A, — ld =0, A, — A4, =0,
Ay=0, Ay — pd =0, Ay— p,di=0o,
woraus mit Riicksicht auf (18) die Relation hervorgeht :
(200 (30) _ (40) (50) __

@ @) T @y en-

wenn 4, und 4, die Normalformen bedeuten fir das erste Punk-
tenpaar 0 und 1, und man das zweite Punklenpaar mit 2 und 3,
und das dritte Punktenpaar mit 4 und 5 bezeichnet.

Die abgeleitete Gleichung (30) kann als Definition dienen far
drei Punktenpaare der Involution, gleich wie die beiden anderen
Gleichungen, welche aus ihr durch Vertauschung von je zwei Punk-
len der drei Punktenpaare hervorgehen.

Es lassen sich aber auch die Gleichungen von drei Punkten-
paaren der Involution immer auf die Form zurickfihren:

@31) . Vo — A Vi =0, K. —MVy=0, Vy— LV,=o0,
Vot W¥Vi=0, Vi+AaVi=0, Vo4 LV,=0,
indem man das Punktenpaar zum Grunde legt ¥y —o0 und 7, =,
welches harmonisch ist zu jedem Punktenpaare der Involution.
Setzt man, um diese Gleichungen symmetrisch durch drei

Symbole auszudriicken:

J— __”0_ — —_ ,,UIA _ J— __”t_
VO —CAOVI_Al_lzi VO l"V'_l’__%) Vo A’V‘—lo—ll,
so hat man die identische Gleichung :

@) .......... U+ U, + U, =o,
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und die Gleichungen der drei Punktenpaare der lovolution (31)
stellen sich also dar:

33 ....%=0 Ui=o, D=0,
U Uy Vv U Vo U __
—_—— =0, —— — =0, —_—— ]
& He Lo Ko o By
indem dic Grossen g, g, fty;
Lh—2y Ae— 14, Lo— 2y

O M L L P o Ml
ebhenso willkarlich bleiben als die Grossen 4y, 4, 4,.

Man braucht daher nur die Gleichungen von drei Punkten-
paaren auf die Form (33) zuriickzufithren und die identische Glei-
chung (32) nachzuweisen, wm den Beweis zu fihren, dass die
drei, Punktenpaare eine Involution bilden.

Neben den Relationen (30) zwischen den Entfernungen der
Punkte der Involution von ecinander hat man noch andere, die
sich aus den Gleichungen . (32) und (33) leicht ablciten lassen,
wenn man die Symbole U,, U,, U, durch ihre Normalformen:

0lU,=4,, ol =4, U, =4
ersetzt, wodurch (32) und (33) dbergehen in:

A, A Ay
) .. e e — = —=o,
( ) Qo +0| + Q2
(35)““110: o0, A4, = o, 4, = o,
A A, - A, A, A0 4

—_— —— =0 _—— —— ==

[JEd] Qe Qs lle Qoo " eolo Q1 =0

Denn es ist nach (18), wenn man die drei letzten Punkte mit
B,, B,, B, bezeichnet: .

et Bod) e (Bid) oo _ (Bydw)

oy (ByAy) 0o (B, A4y) E1Q (B 4))
woraus man durch Multiplication sammtlicher Gleichungen erhalt:
. (Bo4,) . _(BIA?) . (B!Ao).
T (Body) - (ByAy) - (ByA4) )

Es ist dieses dieselbe Gleichung, auf welche am Ende der
dritten Vorlesung (24) die Betrachtung des unendlich Kleinen zu-
riickfihrte. Aus ihr erhalt man endlich durch Vertauschung von
Ay,mit By, von 4, mit B, und von 4, mit B, noch drei andere Relationen
neben der Gleichung (36), dic alle diesclbe Bedingung aber in anderer
Form ausdriicken und sich daher von einander ableiten lassen miissen.

@36) ....: S
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Es wird dieses geniigen, um die doppelte Deutung von
linearen symbolischen Ausdriicken und Gleichungen von drei Va-
riabeln anschaulich zu machen. Die weitere Durchfiahrung der-
selben in dem letzten Theile der dritten Vorlesung wnterliegt kei-
nen Schevierigkeiten. Wir iibergehen sie aber, weil sic nur zn
solchen geometrischen Satzen fiihrt, die bereits durch das Prin-
cip der Kugel allgemeiner auf der Kugeloberfliche nachgewiesen
wurden und ihre Geltung in der Ebene durch die erwahnte Be-
trachtung des unendlich Kleiuen erlangen.

*  Wir schliessen diese Vorlesung mit einer Betrachtung des
Tetraeders. Es seien:

Ay=o0, 4,=0, dy=—o, A4, =0
die Gleichungen der Ecken desselben. lrgend drei beliebige
Punkte auf den von der Ecke A, = o ausgehenden Kanten stel-
len sich unter der Form dar:

A Ay A A A A
g a ' a a7 @ ag
. Die Differenzen dieser Gleichungen ergehen:
A 4 A A A A
S _ Sy, bB_ 4, 4A_AH_,
ay as ay @ a 2

als Gleichungen von drei Punkten auf den drei anderen Kanten
des Tetraeders, die zugleich auf der durch die drei ersten Punkte
gelegten Ebene liegen. Man kann also sagen, dass man durch
die sechs Kanten des Tetracders eine beliebige Ebene gelegt habe.
Die Schnittpunkte derselben mit den sechs Kanten driicken jene
sechs Gleichungen aus. Die Gleichungen der vierten harmoni-
- schen Punkte auf den Kanten des Tetraeders sind dann respective:

4, , A, Ay | 4y Ao 4 45

— —_— =0, —_— —_ ‘___0’ — —:0,
@ a a, + a ) + as

Ay | A3 A 4, 4, | 4,
a,+a3—o’ aa+l'|_—o’ Z ;2—0.

Durch Addition je zweier von diesen Gleichungen, die unter
cvinander stehen, erhalt man die Gleichung:
Ao 4 A Ay oA
@ + a; + ay +Z.—o.
Darauf beruht aber nach (13) der Beweis des Satzes:

Wenn man die Kanten oder die Verlingerungen
der Kanten eines Tetraeders durch eine Ebene schnei-
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det, und auf jeder Kante zu dem Schnittpunkte den
vierten harmonischen Punkt construirt, so schnei-
den sich die drei geraden Linien, welche die vierten
harmonischen Punkte auf den gegeniberliegenden
Kanten paarweise verbinden, in ein und demselben
Punkte.

Riickt die, die Kanten des ’l‘etraeders schneidende, Ebenc in:
das Unendliche, so werden die vierten harmonischen Punkte die
Mittelpunkte der Kanten. '

: Sechste Vorlesung.

Homogene Coordinaten. Gerade Linien im Raume.

Um die Vortheile der Symmetrie in der analytischen Geo-
metrie zu haben, drickt man den Ort eines Punktes im Raume
durch vier Coordinaten x, y, z, p aus. Man versteht darunter
vier Grossen, deren Verhaltnisse 3, Z, % gdie gebrauchlichen
rechtwinkligen Coordinaten des Punktes darstellen. Wir werden
fortan jene vier Grossen die Coordinaten, oder die homoge-
nen (Coordinaten des Punktes nennen, die angegebenen Verhalt-
nisse dagegen die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes.

Dieses vorausgesetzt, werden die Coordinaten eines Punktes
die Lage desselben im Raume zwar unzweideutig bestimmen, aber
nicht umgekelrt sind die Coordinaten eines Punktes vollstindig
bestimmt, wenn die Lage des Punktes im Raume gegeben ist.

Ein Punkt im Raume hat hiernach vnendlich viele Werthe sci-
ner Coordinaten, deren Verhiltuisse zu cinander aber bestimmt sind.
Umgekehrt werden mehrere Systeme von Coordinaten ein und den-
selben Punkt bestimmen, wenn ihre Verhaltnisse dieselben sind.

Die Gleichung einer Ebene durch rechtwinklige Coordmaten
ansgedrickt:

Adx + By + Cz4 D=0
wird durch Einfithrung der homogenen Coordinaten, indem man

z, 1, Z respective fiur x, y, z setst, und wit p multiplicirt, zu

P,
emer homogenen Gleichung derselben Ebene:

Ax 4+ By + Cz +'Dp=o.
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Ist daher U = o die Gleichung ciner Ebene in rechtwink-
ligen Coordinaten und man setzt pU = W, so wird W =0 die
homogene Gleichung derselben Ebene, wenn man fir die Pro-
ducte xp, yp, zp, p die neuen Coordinaten setzt z, y, z, p.

Umgekehrt, ist #"=— o die homnogene Gleichung einer Ebene,
so braucht man in ibr nur p =1 zu setzen, um die Gleichung
derselben Ebene in rechtwinkligen Coordinaten zu erhalten.

Man ersieht hieraus, dass sich mit den homogenen Formen
der Gleichungen von Ebenen ebenso operiren lasst, als mit den
allgemeinen Formeu.

Sind zum Beispicl die Gleichungen von zwei Ebenenpaaren,
die sich in derselben geraden Linie schneiden, in der allgemei-
nen Form gegeben:

U=0, U=0, Uy—AU =0, Uy— U =o,
so stellen sich die Gleichungen dieser Ebencw, indem man setzt
pU, = W,, pU, = W, in der homogenen Form ebenso dar:

Wo—=0, W,=0, Wy— LW, =0, W,— uW,—o.
Diese homogenen Gleichungen gehen wieder in die vorhergehen-
den @ber, wenn man p — 1 setzt. Das anharmonische Verhalt-
niss * des zweiten Ebenenpaares zu dem ersten lasst sich im
erstel‘: wie in dem zweiten Falle aus den Gleichungen ablesen.

Gleichzeitig driickt’ man die Lage einer Ebene im Raume
durch vier Ebenencoordinaten, homogene Ebenencoordinaten,
u, », w, r aus. Man versteht darunter die Coefficienten der Va-
riabeln in der homogeneli Gleichang der Ebene. Die gebrauch-
lichen rechtwinkligen Ebenencoordinaten sind demnach die
durch die Lage der Ebene im Raume gegebenen Verhaltnisse

u v 1w

—_ —y —

r r r
Die Gleichung eines Punktes:
Au + Bo 4 Cw + D=0
wird durch Einfihrung der homogenen Ebenencoordinaten, in-
dem man ;, '; '; fiar u, v, w setzt und mit r niultiplicirt, zu
ciner homogenen Gleichung desselben Punktes:
du 4+ Bv + Cw +Dr =o.
Ist daher U= o die Gleichung ecines Puunktes in rechtwink-
ligen Ebenencoordinaten, und man setzt rU-= R, so wird R=— o
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die homogene Gleichung desselben Punkles, wenn man fiir:
ru, rv, rw, r respective setzt u, v, w, r.

Ist umgekehrt R = o die homogene Gleichung eines PPunk-
tes, so geht dieselbe, wenn man in ihr p =1 setzt, in die
durch rechtwinklige Ebenencoordinaten ausgedriickte Gleichung
desselben Punktes uber.

Fir diese homogenen ‘Formen der Punktgleichungen gelten
daher dieselben Entwickelungen, die wir fir die allgemeinen
Formen der Punktgleichungen gegeben haben.

Sind zum Beispiel die homogenen Gleichungen von zwei
Punktenpaaren auf derselben geraden Linie gegeben in der Form:
Ry,—o0, R, =0, R,—AR,=—o0, R,— pR,=o,
so hat man das anharmonische Verhaltniss des zweiten Punkten-

‘paares zu dem ersten gleich’—i'u

Der Vortheil der homogenen Coordinaten tritt erst in den -
folgenden Betrachtungen zu Tage.

Wenn man mit R, den Ausdruck bezeichnet:
R.=axu + yuv + 2w + por,y
s0 sind: :

R,=—vo0, R =0
die homogenen Gleichungen zweier Punkte 0 und 1, die durch
ihre Coordinaten x,, y,, 2,, po und ,, y,, z,, p, gegeben sind.
Es ist ferner:

ARy + LR, =0
die Gleichung irgend ecines Punktes P auf der Verbindungslinie
der beiden gegebenen Punkte. Bezeichnet man mit «, y, z, p
die Coordinaten diescs Punktes und bestimmt dieselben ans der
zuletzt angegebenen Gleichung, so erhalt man:

&=y, + 42,,
Yy =4y + Al
z=Aozy + 42,
p=1p, + 4ip.
Hieraus ergeben sich nun die Coordinaten x, y, z, p aller Punkte
auf der Verbindungslinie der beiden Punkte 0 und 1, wenn man

4o und i, belichig variiren lasst. Man kaun aber auch 1, =1
setzen und allein 4, variiren lassen. Die Coordinaten des zu P



Homogene Coordinaten. Gerade Linien im Raume. 63

harmonischen Punktes erhalt man aus (1), wenn man 4, in — 4,

umwandelt.
Aus den gegebenen Gleichungen von drei Punkten o, 1, 2:

R,=o0, R, =0, Ry=0o0
setzt sich die Gleichung ecines beliebigen Punktes der Ebene zu-
sammen, die durch die gegebenen drei Punkte hindurchgeht:
ARy + AR 4 ARy = o.
Die Coordinaten z, y, z, p dieses Punktes stellen sich dar wie
folgt :
&= lxy+ i, + A,
€ R y= Lo+ Ly + by,
z=14o2p + 421 + A2,
P=14p, + 4p, + hipe,
Diese Ausdriicke geben die Coordinaten aller Punkte der genann-
ten Ebene, wenn man 1,, 1,, 4, beliebig variiren lasst oder auch
nur zwei von diesen Grossen. '
Ebenso setzt sich aus den gegebenen vier Punktigleichungen:
Ry=—=0, Ri=—0, R,=—0, Ry=0o0
die Gleichung eines beliebigen Punktes im Raume zusammen:
LWRy, + 4R, 4+ 4, R, + R, = o,
woraus man die Coordinaten «x, y, z, p dieses Punktes erhalt:
x=Axo + A 2, + Aexs + Ay,
@ ... Yy=~4% + by + Ly + Ly,
2= MLz, + Lz, + A2, + 425,
p=1hp, + Lpi + Lps + Asp,.
Die analogen Betrachtungen, angestellt bei homogen'en Glei-
chungen der Ebenen, fihren auf ganz amalog gebildete Rela-

tionen.
Bezeichnet man namlich mit #, den Ausdruck: ~

W,=uwx + vy + w2z 4+ rp,

so hat man die Gleichungen zweier durch ihre homogenen Coor-
dinaten u,, v,, w,, v, und u,, v,, w,, r, gegebenen Ebenen 0 und i ;

Wy=0, W, 6 =o.
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Irgend eine Ebene, die durch die Schuittlinie der gegebe-

nen Ebenen hindurchgeht, hat zur Gleichung:
LW+ LW, =o.

Wenn nun u, v, w, r die Coordinaten (_lieser Ebene bezeich-
nen, so hat man:
= Au, + hu,
v = Ay, + 4, v,,
w= Amw,+ L, m,,

r=kry+ Ary,

und man erhilt die Coordinaten aller durch die genannte Schnitt-
linie gehenden Ebenen, wenn man 1, und 1, variiren lasst oder
auch nur eine von diesen willkiarlichen Grossen. Fixirt man
aber eine von diesen Ebenen, so erhilt man die Coordinaten der
ihr zugehérigen vierten harmonischen Ebene aus (4), wenn man fir
A, setzt — 1,. . )

In ahnlicher Weise drickt man die Coordinaten u, v, w, r
einer beliebigen Ebene, welche durch den Schnittpunkt dreier
durch ihre Coordinaten gegebenen Ebenen hindurchgeht, durch
folgende Gleichungen aus:

u = lou!, + Liu, + u,
v = Ao, + Lo, 4+ A,0,,
w= dyw, + A, + A,m,,
r = Aoy + Ary + dyr,.
Endlich lassen sich die Coordinaten u, », w, r irgend einer

Ebene im Raume durch die Coordinaten von vier Ebenen also-

ausdriicken:
u= hyu, + hu, + Lu, + du,,

v= kv, + 4o, + A, + Ao,
w= kyw,+ Liw, + Lmw, + iy,
ro= Ayro + Airy F Agry + Ayrs.

Stellt man die homogenen Gleichungen von vier Ebe-
nen 0, 1, 2, 3, welche sich in ein und derselben geraden Linie
schneiden :

Wy=o0, Wy=0, W,— AW, =0, W, —puW,=o0

© .v....
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zusammen mit den homogenen Coordinaten von irgend vier Punk-
ten 0, 1, 2, 3, welche in derselben geraden Linie Hegen:

xy, Xy, x9—lx,, T9— Mx,,

Yoo Yo Yo — Yy Yo — MYy,
29, 2z, zy — lzy, 2y —mzy,

Po, Pr» Po— 1Py, Py — mp,,

und drickt die vier Bedingungen aus, die erfillt werden missen,
wenn diese vier Punkte respective in den vier Ebenen liegen, so
erhalt man:

W)=09, W/'! =0, IW;+LAW?=0, mW! 4+ pWS'=o,
wenn W und #,° die Ausdriicke bezeichnen, in welche #, und W,
iibergehen durch Vertauschung der variabeln Coordinaten mit den
Coordinaten des Punktes o, und wenn W,', W,' die Ausdriicke
bezeichnen, in welche #, und W, ibergehen durch Vertauschung
der variabeln Coordinaten mit den Coordinaten des Punktes 1.
Aus den beiden letzten Bedingungen erhalt man aber:

l 2

_ oy »
das heisst, die Punkte haben dasselbe anharmenische Verhaltniss,
als die Ebenen, auf welchen sie liegen. Sie sind deshalb harmo-.
nische Punkte, wenn die Ebenen harmonische Ebenen sind, und
umgekehrt. Daraus entspringen die Satze: "

Vier harmonische Ebenen werden durch eine
gerade Linie in vier harmonischen Punkten ge-
schnitten. '

Vier in derselben geraden Linie sich schnei-
dende Ebenen sind harmonische Ebenen, wenn jede
derselben dureh einen von vier harmonischen Punk-
ten geht. .

An diese Satze schliessen sich unmittelbar folgende an:

Drei Ebenenpaare der Invelution werden durch
eine gerade Linie geschnitten in Punktenpaaren der
Invelution.

Drei Paar Ebenen, welche sich in ein und der-
selben geraden Linie schneiden, bilden eine Involu-
tion, wenn jede Ebene durch einen von sechs Punk-

ten der Involution hindurchgeht.
Hesse, Analyt. Geomelr. 5
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Denn, sind drei Ebenenpaare der Involution gegeben, und man
construirt dasjenige Ebenenpaar, welches harmonisch ist zu jedem
der drei gegebenen Ebenenpaare, so schneidet das harmonische
Ebenenpaar eine gegebene gerade Linie in cinem Punktenpaare,
welches harmonisch ist zu den Schnittpunkten eines jeden der
drei Ebenenpaare auf der gegebenen geraden Linie. Letztere
bilden also nach der Definition cine Involution. Hieraus ergiebt
sich zugleich der Beweis des letzten Satzes, wenn man Ebenen
und Punkte in geeigneter Weise mit einander vertauscht.

Durch zwei in Punktcoordinaten lineare Gleichungen stellt
man eine gerade Linie im Raume dar, die Schnittlinie der bei-
den Ebenen, welche die linearen Gleichungen einzeln ausdriicken.
Denn die Coordinaten aller Punkte, welche anf dieser Schnittlinie
liegen, geniigen zu gleicher Zeit beiden Gleichungen, und umge-
kehrt, die Coordinaten, welche beiden Gleichungen zugleich ge-
niigen, gehoren Punkten zu, welche auf der geraden Linie liegen.

In ahnlicher Weise kann man cine gerade Linie im Raume
durch zwei in Ebenencoordinaten lineare Gleichungen darstellen.
Denn die Coordinaten aller Ebenen, welche durch die Verbin-
dungslinie der heiden Punkte bindurchgehen, geniigen zugleich
beiden Gleichungen, und wmgekehrt alle Ebenencoordinaten,
welche den beiden Gleichungen zugleich geniigen, gehoren Ebe-
nen zu, die sich in der genannten Verbindungslinie schneiden.

Durch Einfithrung von zwei neuen Variabeln driickt mnan die
gerade Linie iin Raume analytiseh durch vier Gleichungen aus,
ndmlich durch die Gleichungen (1) oder durch die Gleichungen (4).
Aus ihnen erhdlt wan die erwahnten zwei Ausdriicke der gera-
den Linie, indem man durch Elimination von A, und 1, zwei
Gleichungen bildet, imn ersten Falle zwei lineare Gleichungen in
Punktcoordinaten, im zweiten Falle zwei lineare Gleichungen in
Ehenencoordinaten.

Es bringt bisweilen Vortheil, cine gerade Linie analytisch
durch drei Gleichungen auszudriicken, indem man nur eine neue
Variable einfiihrt, wie folgt:

. Wenn g, b, ¢ die rechtwinkligen Coordinaten eines gegebenen
Punktes o auf ciner geraden Linic ausdriicken, und e, 8, y die
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Winkel, welche die gerade Linie mit den Coordinatenaxen bildet,
so ist durch diese Bestimmungsstiicke die Lage der geraden Li-
pie im Raume unzweideutig gegeben, und die rechtwinkligen
Coordinaten x, y, z eines beliebigen Punktes p auf der geraden
Linie werden micht mehr willkiirlich seiu, sondern gewissen Be-
dingungen geniigen missen. Um diese Bedingungen zu erhalten,
projicire man die begrenzte gerade Linie op, deren Lange mit r
bezeichnet werde, auf die Coordinatenaxen. Das eine Mal erhalt
man diese Projectionen gleich x — a, y — b, z — ¢, das an-
dere Mal gleich r cose, r cosf, r cos y. Man hat daher far die
gerade Linie die Gleichungen:

r—a=rcosa,
() I y —b=rcosf,
. z—c=rcosy,

ausgedriickt durch die rechtwinkligen Coordinaten eines gegebe-
sen Punktes auf ihr und durch die Winkel, die die gerade Linie
mit den Coordinatenaxen bildet. Man erhalt hieraus die recht-
winkligen Coordinaten x, y, z aller Punkte der geraden Linie,
indem man r beliebig variiren lasst, oder dic Gleichungen zweier
Ebenen, welche sich in der geraden Linie schneiden, wenn man
die variable Grosse r eliminirt, welche die Entfernung des va-
riabeln Punktes p von dem gegebenen Punkte o der geraden Li-
nie ausdriickt. .

Wir schliessen diese Vorlesung mit zwei Aufgaben, deren
Auflosungen Gelegenheit geben werden, ‘Formeln, welche in der
ersten Vorlesung entwickelt wurden, in Anwendung zu bringen.

® .. . Den senkrechten Abstand zu bestimmen eines
gegebenen Punktes von einer gegebenen ge-
raden Linie im Raume.

Die Coordinatemn des gegebenen Punktes seien a,, b,, ¢,, und
die Gleichungen der gegebenen geraden Linie:
r—a=r.«a,
y—b=r.B,
zZ—c=r.p,
wo «, B, y der Kiirze wegen die Cosinus der Winkel ausdriicken,

welche die gegebene gerade Linie mit den Coordinatenaxen bildet.
5*
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Fallt man von dem gegebenen Punkte (a,, b, ¢,) auf die ge
gebene gerade Linie das Loth 4, und verbindet den gegebenen
Puokt mit dem in der geraden Linie gegebenen Punkte (e, b, ¢)
durch eine Gerade 4, so bilden das Loth 4, die construirte
* Gerade 4 und das Stick B der gegebenen geraden Linie, wel-
ches zwischen beiden liegt, ein rechtwinkliges Dreieck, in wel-

chem man hat:
4 = A4.sin(4B).
Es ist aber:

¢in (4B) =y { By — Bi?)* + @ e, — y10)* + (@fy — e, §)°}»

wenn o, f,, p, die Cosinus der Winkel bezeichnen, welche die
Gerade 4 mit den Coordinatenaxen bildet. Diese Cosinus driicken
sich aber so aus:

b— b . c—c
a0 nh=g

a—a
a1=7—‘—, B =

Setzt man diese Werthe in die letzte Gleichung, lmd' den sich
daraus ergebenden Werth von sin (4B) in die erste.Gleichung,
so erbhalt man den gesuchten senkrechten Abstand:
Ble —c) —yb—b)]*
A-—-/ + [yle—a) — elc — ¢)]*
+ [“b_ b)) — fla — a)]*

Um noch die Coordinaten &, n, { des Fusspunktes des Lo-
thes 4 auf der gegebenen geraden Linie zu bestimmen, driicken
wir B aus, wie folgt:

B=4A.cos (AB) = Ad(ae, + B8, + y7),
und durch Einsetzung der oben angegebenen Werthe von «,, §,, ,:
B=c(@—a)+ B0b—0b)+ yc—e,).
Ist hierdurch aber die Linge von B bestimmt, so erhilt man
durch Projection derselben auf die Coordinatenaxen:
E—a= B.«,

B.8,
{—c=2C.y

fl

n—0b

(9) ....Die kiirzeste Entfernung zweier geraden Li-
‘mien im Raume von einander zu bestimmen.
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Es seien die Gleichungen der gegebenen beiden geraden Li-
nien L, L,:
r— a=r.a, x, —a=r.aq,
! y—b=rp, y—b=r.p.
, 1—e=ry, z—e¢=r.y.
Bas Quadrat der Entfernung R eines beliebigen Punktes (x, y, 2)
der einen geraden Linie von einem belichigen Punkte (x,, y,, 2))
der anderen geraden Linie stellt sich als Function der Coordina-
ten der beiden Punkte alse dar:
R=@—a)l+ @y —y9)l+z— 2]

Diese Coordinaten sind so zu bestimmen, dass R* unter den
angegebenen, zwischen ihnen stattfindenden, Bedingungsgleichun-
gen ein Minimum werde. Denkt man sich aber die Werthe der
Coordinaten. aus den gegebenen Gleichungen der geraden Linien
in den Ausdruck R? eingesetzt, so wird R* eine Function allein
der von einander unabhangigen Variabeln » und r,. Die Diffe-
rentialrechnung. lehrt die Werthe der Variabeln bestimmen, welche
cine solche Function zu einem Minimum machen. Dieses geschieht
aus den beiden Gleichungen:

ar_ o am

dr dr,
Setzt man die sich aus diesen beiden Gleichungen ergebenden
Werthe der Variabeln » und », in die Gleichungen der heiden
geraden Linien ein, so erhidlt man die Coordinaten (x, y, 2) und
(24, ¥, 2z,) der Begrenzungspunkte der kiirzesten geraden Linie R
auf den beiden gegebenen geraden Linien.

Die zuletzt genannten beiden Gleichungen stellen sich, wenn
man far R® seinen angegebenen Werth setzt, also dar:

@—ax)e + @y—y)B + (z—2z)y = o
(@ —a)e, + (y — y)B + (z — 2)p1 = o.

Da aber die Differenzen x — z,, y — y,, 2 — z, der Coor-
dinaten der Begrenzungspunkte der kiirzesten geraden Linie R
sich verhalten wie die Cosinus a,, §;, y, der Winkel , welche die
kirzeste Linie R mit den Coordinatenaxen bildet, so kann man
diese Gleichungen auch so schreiben:

ae + B + Vs¥ o,
oy, + BB+ ys9= o,

b b

I
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in welcher Form die linken Theile der Gleichungen die Cesinus
der Neigungswinkel ausdriicken, welche die kiirzeste Linie R mit

‘den gegebenen beiden Linien L und Z, bildet. Da diese Cosinus

aber gleich o sind, so folgt hieraus, dass die kirzeste Linie R

senkrecht steht auf jeder der beiden gegebenen Linien L und I,
Aus diesen Gleichungen ergeben sich die Verhaltnisse von

oy, By, 75t : :

ley =By, — B,

Ay =y, — ya,

Ay, —=eafy — of,

woraus man wieder, indem man quadrirt und addirt, erhalt:

A = sin*(LL) =By, — Bi?) + (yo, — p10)* + (@fy — &)

Sctzt ‘'man diesen Werth von 1 in die letzten drei Gleichungen,

so erhalt man die Cosinus der Winkel, welche die kiirzeste Linie

mil den Coordinatenaxen bildet:

__Bri— By
= Gn L)’

p — Y% — e,
3 sin (L L)

__ B — “lﬁ.
7= S (ZZ)

Um die Lange der kiirzesten Linie zu erhalten, projicire
man die Verbindungslinie D der auf den Linien Z und Z, ge-
gebenen beiden Punkte (, b, c) und (a,, b,, ¢,), welche mit den
Coordinatenaxen Winkel bildet, deren Cosinus wir bezeichnen mit
oy, By, 7y, auf die kirzeste Linie R. Sie wird R selber sein, weil
die gegebenen beiden geraden Linien L, Z, auf der kiirzesten
Linie R zwischen beiden senkrecht stehen. Man hat daher:

R = D.cos(DR) = D(myay + B2fs + 7273
Da aber:

Doy=a—a,, Dfy=b—0, Dy,=c¢—e,
so erhilt man aus der letzten Gleichung durch Einsetzen dieser
Werthe und der vorhin angegebenen fir o,, §;, y, und sin (LL,):

(10) ...R=— (F’jﬁl(ﬂ)’l —B)+ (5—b) (ye, —y12) + (c—¢,) (effy — s )
V{(Br— B+ (ye, — v,0)*+ (B — e:B)?}
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Es bleibt noch ibrig die Werthe von r und r; zu bestim-
men, welche R*® zu einem Minimum machen, um mit Hilfe der
gegebenen Gleichungen der geraden Linien Z und L, die Coor-
dinaten x, y, z und z,, y,, z, der Begrenzungspunkte der kiirze-
sten Linie R auszudriicken. Hierzu dienen die zu Anfang der
Untersuchung aufgestellten beiden Gleichungen, die sich, wemn
man fur x, y, z und x,, y,, z, die Werthe aus den Gleichungen
der gegebenen Dbeiden geraden Linien substituirt, reduciren auf:

@—a)ae +b—b)p +(c—c)y+r—r cos(LL) =o,
@—a)a,+ b —0b)B 4+ (c—c)n+rcos(LL)— r, = 0.
Diese Gleichungen gehen, wenn man fir die Differenzen ¢« — a,,
b — b, ¢ — ¢ die vorhin angegebenen Werthe De,, Df,, Dy,
setzt, uber in: .
Dcos(LD) + r — r,cos(LL) = o,
D cos(LD) 4+ rcos(LL) —r, = o,
und durch Auflosung dieser Gleichungen nach 7 und r, erhalt
man :

= ﬁm [cos(L,D). cos (LL,) — cos (L D)],
ry— — ﬁ;,l‘,) [cos (LD) . cos (LL,) — cos (L,D)].

Dadurch sind aber die Grossen r und r, unzweideutig bestimmt.
Um sie durch die gegebenen Grossen auszudricken, hat man
folgende Substitutionen zu machen:

Dcos(LD) == (a —a))e + b —b)B +(c—c))y,
Dcos (LD) = (a — a)ea, + (b — b) B, + (c —¢,) 7,

cos (LL) := aey + BB + 771,

sin*(LLy) = By, — By + (yo, — 210"+ (¢, — o, ).
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Siebente Vorlesung.

Determinanten..

Ein wesentliches Hilfsmittel zur Umformung von Gleichun-
gen, welche als eine der Aufgaben der analytischen Geometrie
bezeichnet wurde, ist die Determinantentheorie. Um dieses Hilfs-
mittels in dem Folgenden nicht zu "entbehren, sollen in dieser
Vorlesung der Begrifl der Determinante und aus ihm einige Satze
der Determinantentheorie entwickelt werden.

Es ist eine Eigenschaft des Products simmtlicher Differenzen

ven n +4 1 Elementen a,, q,...a,:
P == (a)— ay) (ay— a,) . . . (@, — @),
(ag—a,) . .. (a,—a),

(a - an—l)
welches aus -~ ("+ ) Factoren besteht, dass dieses Product nur

sein Vorzeichen anderl wenn man die Elemente a4, und @, mit
cinander vertauscht. Aber diese Eigenschaft gilt allgemein fir
irgend zwei von den angegebenen Elementen e, und «;. Man
itherzeugt sich von der Wahrheit dieser Behauptung leicht, wenn
man die Factoren also ordnet:

+ P= (an - al) I (au' - au) I (al' - al) I1 (an' —ay),

woselbst angenommen ist, dass »" und 1" die Zahlen 0, 1...n
mit Ausnahme der Zahlen » und i, und dass II (a,y —a,) das

Product aus den Factoren a, — a, etc. . .. bedeuten. Denn
durch die angegebene Vertauschung éndert nur der erste Factor
sein Vorzeichen. Der zweite und dritte Factor gehen in einan-
der iiber, wihrend der letzte Factor ganz ungeindert bleibt. Da

% Factoren von P verschwindet,

wenn man fir cin Element ein anderes setzt, so kann man fol-
gende beide bemerkenswerthe Eigenschaften des Productes P her-
vorheben:

Das Product P andert nur sein Vorzeichen, wenn
man zwei Elemente in demseclben mit einander ver-
tauscht.

ferner immer einer der
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Das Product P verschwindet, wenn man fir eines
der n 4 1 Elemente ein anderes setzt.

Die Entwickelung des Products P giebt Glieder von der Form:

o, o o a o
c a ’a '...a,%a;t . .a "

Da aber das Produkt selbst aus "—("—;——l) Factoren besteht, so
hat man:

b e RO

Das angegebené Glied der Entwickelung verlangt, dass in
derselben auch folgendes Glied enthalten sei: J
[ o; «,

« «
— ¢ a ’a ...a6; %a,t ..qa,

mit dem entgegengesetzten Vorzeichen als das angegebene Glied.
Denn da durch Vertauschung der Elemente a, und a; das Pro-
duct P ibergeht in — P, so missen in der Entwickelung von P
die Glieder paarweise mit entgegengesetzten Vorzeichen vorkommen,
so dass sie, abgesehen von dem Vorzeichen, durch die angege-
bene Vertauschung der Elemente in einander ibergehen. Hieraus
folgt, dass die Exponenten o, und «, verschiedene ganze Zahlen
sind. Denn waren sie gleiche Zahlen, so wirden sich die bei-
den angegebenen Glieder der Entwickelung fortheben. Es sind
also die Exponenten «,, «, ... «, verschiedene ganze Zahlen. Da

aber die Summe derselben gleich nrt 1) ist, so konnen sie
8 2
mir die Zahlen sein:
0,1,2...n
in irgend einer Reihenfolge.

Diese Bemerkungen geben ein Mittel an die Hand aus einem
Gliede der Entwickelung von P alle iibrigen zu bilden. Ein er-
stes positives Glied der Entwickelung ist:

al a' ... a"

welches man erhédlt, wenn man die positiven Theile der Differen-
zen in dem Product P mit einander multiplicirt. Aus diesem
positiven Gliede geht durch Vertauschung zweier Elemente, oder,

- was dasselbe ist, zweier Indices ein Glied der Entwickelung hervor,

welchem das negative Vorzeichen zuzuertheilen ist; aus diesem
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letzteren wieder ein positives, wenn man zwei andere Elemente
oder Indices mit einander vertauscht u. s. w.

Aus diesem Grunde erhalt man aus dem angegebenen ersten
positiven Gliede der Entwickelung von P alle Glieder der Ent-
wickelung durch Permautation aller n + 1 Elemente oder Indices,
indem man die Exponenten ungeindert lasst. Die Vorzeicheu
dieser so gebildeten 1.2...(n 4 1) Glieder richten sich nach dem
ersten Gliede in der Art, dass ein bestimmtes Glied das positive
oder negative Vorzeichen erhilt, je nachdem es aus dem ersten
durch eine gerade oder durch eine ungerade Zahl von Permuta-
tionen zweier Indices hervorgegangen ist.

Ist zum Beispiel n := 2, so erhilt man auf die angegebene
Art die Entwickelung des Products P = (¢,— a,) (a,— a,) (a,— a,)
aus dem ersten Gliede a ' a,*:

P—aa'a}— aooa', a+ aay aot_ a,“ao' a4+ alatla — ala'at.

Man kann aber auch aus dem angegebenen ersten positiven
Gliede der Entwickelung des Products P alle ibrigen Glieder
durch Permutation der Exponenten herleiten, indem man die In-
dices ungeindert lasst. Das Vorzeichen eines so gebildeten Glie-
des ist wieder das positive oder negative, je nachdem das Glied
aus dem ersten positiven durch eine gerade oder ungerade Zahl
von Permutationen zweier Exponenten entstanden ist.

Denn ist ein Glied der Entwickelung von P:

[+4 [+ 4 . o o, -
+ e, .. .8, a)" e

s0 weiss man, dass dieses ein zweites von entgegengesetztem Vor-
zeichen bedingt : ’

o, o

—— o, o o
+ @ et ... "a, .a, ™’

welche Glieder, abgesehen von den Vorzeichen, in einander iiber- -
gehen, wenn man a, mit ¢, vertauscht. Diese Glieder gehen

aber, abgesehen von den Vorzeichen, auch in einander iiber, wenn

man die Exponenten o, und o, mit einander vertauscht. Das

erste angegebene Glied bedingt also das zweite von entgegenge-

setztem Vorzeichen, welches aus ihm durch Vertauschung irgend

zweier Exponenten o, und «; erhalten wird. Demnach gilt das-

selbe von den Exponenten, was im Vorhergehenden von den In-

dices nachgewiesen worden ist.
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Nenn man in der angegebenen Entwickelung des Productles P
die Exponenten 0, 1 ... n der n 4 1 Elemente obere Indices be-
deuten lasst, so hat man in der Voraussetzung, dass a:' Symbole
seien fir irgend welche Grossen, die sich mit » und 4 indern,
einen Ausdruck 4 von (n 4 1)* Elementen a :', den man Deter-
minante nennt.

Wie nun die Glieder der Entwickelung des Productes P aus
dem ersten angegebenen positiven entstehen durch Permutation
der unteren Indices oder durch Permutation der Exponenten, so
ergeben sich auch aus dem ersten positiven Gliede der Determi-
nante alle ubrigen Glieder derselben, entweder durch Permuta-
tion der unteren oder der oberen Indices. Man braucht also
nur das erste positive Glied der Determinante zu kennen, um
alle iibrigen Glieder derselben mit dem positiven oder negativen
Vorzeichen aus demselben abzuleiten. Daher bezeichnet man die
Determinante 4, indem man nur das erste positive Glied anmerkt,
mit dem Zeichen:

... 000, =X+ ala...ar

Doch reicht diese Bezeichnung nicht aus in den Fillen, wo
specielle Operationen niit den Elementen selbst auszufiithren sind,
In diesen Fallen bedient man sich, indem man alle Elemente
der Determinante angiebt, der Bezeichnung:

a’, al ... a,
B A= | %A,

'ay, a ... a)

Zieht man aber in Erwigung, dass alle Glieder der Deter-
minante aus dem ersten positiven Gliede entstehen durch Permu-
tation der oberen oder der unteren Indices, dass das erste Glied
selbst ungeandert bleibt, wenn man in jedem Elemente den obe-
ren Index mit dem unteren vertauscht, so sieht man ein, dass
man auch in der Determinante den oberen Index eines jeden Ele-
mentes mit dem unteren vertauschen kann ohne die Determinante
selbst zu andern. Man hat daher:

a’, a), ... a6
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Die Determinante 4 zeigt Eigenschaften, die den heryorge-
hobenen_Eigenschaften des Productes P ganz ahnlich sind, und
welche sich alse ausdriicken lassen:

4) ... Die Determinante andert nur ihr Vorzeichen,
wenn man zwei untere oder zwei obere Indi-
ces der Elemente mit einander vertauscht.

() . . . Die Determinante verschwindet, wenn man fir
einen unteren Index der Elemente e¢inen an-
deren unteren Index, oder wenn man fir ei-
nen oberenlIndex der Elemente einen anderen
oberen Index setzt.

Diese Eigenschaften der Determinante 4 ergeben sich aus
der Betrachtung der Summe der beiden zuletzt angegebenen
Glieder der Entwickelung von P, di¢ in die entsprechenden De-
terminantenglieder iibergehen, wenn man die Exponenten in den-
selben als obere Indices betrachtet. Denn auch die Summe der
beiden Determinantenglieder andert nur ihr Vorzeichen, wenn
man @, mit a; vertauscht, oder o, mit «,; sie verschwindet
wenn man far ay setzt e, , oder fir o, setzt o,. Da nun die
ganze Determinante aus solchen Gliederpaaren besteht, die die-
selbe Eigenschaft haben, so theilt die Delerminante diese Eigen-
schaft mit ihnen.

Um noch andere Formen der Delerminante 4 hervorzuheben,
deren Bildungsgesetz auseinandergesetzt worden ist, betrachte
man ein beliebiges Glied derselben:

+ aXa® ... a:" co.a

Dasselbe hat den Factor a,”*. Da nun «, irgend eine der
Zahlen 0, 1. ..7n bedeutet, so sieht man, dass jedes Glied der
Determinante einen Factor hat a, mit irgend einem der oberen
Indices 0, 1...n Bezeichnet man daher mit A: a:' die Summe
der Glieder, welche den Factor an" haben, so stellt sich die
Determinante 4 dar als die Summe von Producten, wie folgt:

6 ....... AdA=A4La + 40} + ... 4 a,",
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wobei zu bemerken ist, dass die Ausdriicke 4,°, 4,' ... 4," die
Elemente a,’, a,'. .. a,* nicht enthalten. Denn enthielte einer
dieser Ausdriicke noch eines der, angegebenen Elemente, so wiirde
ein Glied der Entwickelung von 4 zwei Factoren haben mit demn-
selben unteren Index =.

Aber jedes Glied der Determinante 4 hat auch den Factor a*
mit irgend einem unteren Index 0, 1...n. Es stellt sich daher
die Determinante, wenn man wie vorhin mit 4* o.* die Summe

der Glieder -bezeichnet, welche den Factor a: haben, auch so dar:

Mm...... A= zio" a* + 4%a* + ... 4.%a}X,

indem 4%, 4,* . . . 4,* Ausdricke bedeuten, die die Elemente
a*, a* ... a” nicht enthalten. Daraus folgt, dass der Aus-
druck A:' weder die Elemente a.’, o' ... a.", noch die Ele-
mente at, a* . . . o} enthalt. Setzt man daher in (6) statt
des unteren Index z der Elemente durchweg einen anderen un-
teren Index 1, oder in (7) statt des oberen Index x der Elemente
durchweg einen anderen oberen Index i, so erhalt man mit
Riicksicht auf (5):

® e 6=A4 0"+ 4  q)' + ... 4" a
©......0=4A*at+4*a* +... 4* akt

Die (n <+ 1)* eingefithrten Ausdriicke Au" lassen sich auch
als die partiellen Differentialquotienten der Determinante 4, nach
den Elementen derselben genommen, darstellen. Denn differen-
zirt man die Gleichung (6) oder (7) partiell nach « i so erhalt

’

man:

Sie lassen sich aber auch als Determinanten darstellen,
Denn setzt man zum Beispiel x = 4! == a... = 4" = o0, s0
erhalt man aus (6) mit Ricksicht auf (2):

..........



78 Siebenle Vorlesung.

Ebenso erhalt man aus (7), wenn man setzt x=a,°—=aq,’...=q,’==0,
mit Ricksicht auf (2):

ao > 0, 0
(12 .......... a', o', e | — AL a?

..........

Geht man aber auf die Bildungsweise der Determinante A
aus ihrem ersten positiven Gliede zuriick und permutirt alle obe-
ren Indices 1, 2...n oder alle unteren Indices 1, 2...n (mit
der Anmerkung des richtigen Vorzeichens- eines jeden Gliedes),
so sieht man, dass man nicht alle Glieder der Determinante er-
hilt, sondern nur die Glieder, welche den Factor a,° haben.
Da dic Summe dieser Glieder aber ist: 4 ¢, so hat man mit
Unterdrickung des Factors a:

) « ..o A=+ a'a’. .. a}

woraus man durch Vergleichung mit (11) und (12) erhalt:

0 [ [ 0
la’, a% . .. a, a’, 0, ... 0
1
a a a a
(l4) o, a;, n 0 %1 " __a°02+all a, ﬂ-‘.
o, aln, an“ aon’ al"’ an"

In gleicher Weise erhilt man aus dem ersten positiven Gliede
der Determinanle 4 durch Permutation der oberen oder der un-
teren Indices 0, 1...(n — 1) die Summe der mit a," multiplicir-
ten Glieder ¢ X + o a,'... a5' der Determinante. Da diese
Summe aber gleich ist 4," ", so hat man mit Unterdriickung
des Factors a,":

(3) .. ... .. oAM=+ al al... e
- Setzt man in der Gleichung (7), in welcher » = n s¢i,
a4+ p fir «" so geht dieselbe ober in:
a’ a’ ...a, ! !
. 1 1
G0’ G15 e - Gn =4 a+ 4 e+ ... A a4+ 4} p

..........

=4+ 4p,
oder in:
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0 [\] 0
la, a0, ...a,

1 1 1
(lﬁ)...la"’a”"'a" =X+ el a,...a"+pZ+ ala,...a5.

[ aoﬂ’ a‘n’ ... (a,"‘-l-p)
Die Gleichungen (6) bis (9) dienen zur Auflosung zweier Systeme

linearer Gleichungen mit den (n 4 1) Unbekannten zx,, x, ...z,
und den (n -+ 1) Unbekannten ¥, ¥, . .. ¥,, die sich unter der
Voraussetzung , dass i die Zahlen bedeutet 0,1...n, in abge-
kirzter Form also darstellen

m......x= ahxy + atax, + ... alta,.

g ...... =Y+ a'¥% + ...a"7Y,.

Multiplicirt man namlich (17) mit A:', setzt for A alle Zah-
len 0, 1...n und addirt; oder multiplicirt (18) mit 4*, setat
fir A alle Zahlen ¢, 1 ... 2 und addirt, so erhilt man mit Rack-
sicht auf (6) bis (9):

9 ... ... A2, = A X, + 4, X, + ... A X,

@) ...... AV, = AFy, + 4%y, + ... 4 *y,.

Diese beiden Gleichungen resprasentiren wieder zwei Systeme
von Gleichungen, da x die Zahlen bedeutet 0, 1...7n, und geben
die Werthe der Unbekannten x, als lineare Ausdriicke der X,
und die Werthe der Unbekannten ¥, als lineare Ausdricke dery,,

Die beiden gegebenen Systeme linearcr Gleichungen (17), (18)
haben dieselben (n 4 1)* Coefficienten a, A der Unbekannten, nur
ihre Apordnung ist verschieden. Jede xte Horizontalreihe der
Coefficienten in dem einen Systeme ist gerade die xte Vertical-
reihe des anderen Systemes. Dasselbe trifft auch bei den auf-
gelosten Gleichungen (19), (20) zu, wie die Ansicht dieser Glei-
chungen lehrt. Deshalb braucht man nur das eine von den bei-
den Systemen (17), (18) wirklich aufzuldsen. Die Auflgsung des
anderen ergiebt sich nach dieser Bemerkung von selbst.

" Die Gleichungen (19), (20) nehmen die einfachere Gestalt an:
(2]) ...... .’l,‘n= euoXo + eu‘ X’ + .. e”nXm

@) ..... F=ery+ &y +...6%y,
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i

= :‘ Man kann daher

die hervorgehobene Bemerkung als Satz also aussprechen:

(23) . . . Wenn (21) die Auflésungen sind des Systemes
linearer Gleichungen (17), so sind (22) die Auf-
losungen des Systemes linearer Gleichun-

gen (18).
Nimmt man an, um einen speciellen Fall zu betrachten,
dass fir alle Werthe von x und 2 sei an" = ai‘, so wird die

xte Horizontalreihe der Coefficienten in (17) gleich der xten Ver-
tikalreihe in denselben Gleichungen, und diese Gleichungen gehen,
abgesehen von der Bezeichnung der Unbekannten, in (18) iiber,
wenn man setzt X, = y,. Da aber unter dieser Annahme die
Werthe der Unbekannten, die durch (21) und (22) ausgedriickt
sind, einander gleich sein missen, welches auch die Werthe von
X, seien, so ergiebt sich aus dem Vergleich von (21) und (22),
dass auch e:' = e}’

Zu demselben Resultat gelangl man auch durch den Ver-
gleich der Gleichungen (6), (8) mit den Gleichungen (7), (9).. Die
Gleichungen (6), (8) stellen namlich, wenn 1 == 0, 1...n, cin
ganzes System von (n + 1) Gleichungen dar. Ein zweites System
stellen unter derselben Voraussetzung die Gleichungen (7), (9) dar.
Betrachtet man in dem ersten System 4.° 4,'. .. 4" als die
Unbekannten, in dem zweiten System A%, 4,* .. . 4% als die
Unbekannten, so hat man zwei Systeme linearer Gleichungen, die
sich, wenn, fir alle Werthe von x und A, a, i _“). ist, nur durch
die Bezeichnung der Unbekannten von emander unterscheiden.
Man hal daher 4,° = 4%, 4' = co. AN = 4%, woraus,

. . A %
wie vorhin, folgt e, = ¢ .

Lineare Gleichungen von der beschriebenen Art treten auf,

wenn man fir die partiellen Differentialquotienten einer homogenen
Function der zweiten Ordmmg neue Variable _einfithrt. Denn
bezeichnet man die Summe Z'a x, x;, eine Function del Zwei-
ten Ordnung in Ricksicht auf dlc Variabeln z,, «, . . . x,, mit
dem Zeichen: ’

@y ....... [ (@, . .. &) =2a,‘l:ru g,
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so kann man durch Einfihrung der neuen Variabeln X, und un-
ter der Voraussetzung, dass a:' == al", die Gleichungen (17) also
darstellen : )

(B)"Xu=%fl(xu)

Ihre Auflasungen (21) nehmen, wenn man die Function F
definirt als die Summe:

%) ....... FX X, .. X)=Ze X, X,
dae :‘ = ei‘ ist, eine eben so einfache Gestalt an, namlich:
... . x, = }F(X,)

Diese Bemerkungen lassen ‘sich kurz in folgendem Satze zu-
sammenfassen :

() .... Wenn man lineare Gleichungen von der
Form (25) aufloset, so stellen sich die auf-
gelosten Gleichungen unter der Form (27)
dar.

Die Function F nennt man die reciproke Function der
Function f und umgekehrt / die reciproke Function von F. Wie
die eine Function von der anderen abhgeleitet werden kann, ist
aus dem Vorhergehenden klar.

Aus der Darstellung der Determinante 4 in (6) und (7) las-
sén sich noch andere Satze entwickeln. Man kann namlich in
dieser Darstellung bemerken, dass 4 in ¢4 iibergeht, wenn man
fir o, a,'. .. a, respective setzt ¢a,’, ¢a,'. . . ¢a,", oder
wenn man fiir a)*, a,* . . . o * respective setzt ga*, 0a,* . . . pa*.
Daher hat man den Satz: ’

(29) . ... Wenn man sammtliche Elemente einer Ho-
rizontalreihe oder siammtliche Elemente
einer Verticalreihe der Determinante mit
demselben Factor multiplicirt, so geht die
Determinante iber in das Product der De-
terminante und dieses Factors.

Setzt man in (6) ,° + e¢;% a,' + e¢a;'. .. a4+ oa®
respective fir a.° a,' ... a," so wird diese Gleichung nicht ge-
indert, weil der Factor von ¢ im rechten Theile der Gleichung

Hesse, Analyt. Geometr, 6
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auf Grund von (8) verschwindet. Ebenso dndert sich auch die Gleichuny
(7) nicht, wenn man a,* + ear, a* + eat ... a* 4+ oal re
spective setzt far e*, a* . . . a* weil auf Grund von (9) der
Factor von ¢ im rechten Theile der Gleichung verschwindet.
Diese Bemerkungen dricken wir als Satz so aus:

(30) . . . . Die Determinante hleibt ungeindert, wenn
man in ihr eine Horizontalreihe oder Verti-
calreihe der Elemente vermehrt um.die mit
demselben Factor multiplicirten correspon-
direnden Elemente einer anderen Horizon-
talreihe oder Verticalreihe.

Man kann hiernach die Elemente einer Horizontalreihe oder
Verticalreihe auch vermehren um die corréspondirenden Elemente
mehrerer anderer Horizontalreihen oder Verticalreihen, jede der
letzteren Reihen mit einem anderen Factor multiplicirt, ohne die
Determinante dadurch zu andern.

Wir schliessen diese Vorlesung mit dem Hauptsatze der Mul-
tiplication zweier Determinanten. A

31) . ... Wenn:
- *p 1 ®p d ny A
c, a” by + a*b* 4+ ... ab*,
so ist: o
Ttele. ;=T + alat. . .a". T+ b, .. b,
Die Bedingung dieses Satzes lisst sich kiwzer so ausdriicken:

A % g h
Cy = z‘m % bm‘

Demnach ist das erste positive Glied der aus den Elementen ¢ zu-
sammengesetzten Determinante:
1 1 nooon

[ [}
0 1 n
el et = Zm., Ty bmo . Zm, @y, bm, R zm" Yo Oy

wo m,. m, ...m, die Zahlen 0, 1 .. .-n bedeuten. Diese Glei-

chung kann man auch so darstellen:
° n__ ] 1 n o 1 n

€ cf‘ s Cn = Zmom‘ ce m,.(amua'm, el bmo bm, e bm..) :

Aus diesem ersten Gliede der Determinante entspringen nun

alle ubrigen Glieder derselben durch Permutation der unteren In-

dices der Elemente c. Bei diesem Verfahren werden aber unter

dem Summenzeichen nur die oberen Indices der Elemente a per-
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mutirt, wahrend die Indices der Elemente b ganz ungeandert blei-
ben. Man hat daher:
2+c‘, clne, —2"'0’”1 m”[ ) bm m, " ]
Die Determinante = + amo ; .q;. verschwmdet nach
(3), so oft zwei von den Indices my, m, ... m, einander
gleich sind, und mit ihr die entsprechenden Glieder der Summe
des rechten Theiles der letzten Gleichung. Da also in dieser
Summe die Glieder fehlen, in welchen zwei oder mehrere Indices
mg, m,.. . . m, einander gleich sind, so bedeuten m,, m, ... m
nur die Zahlen 0, 1...7 in irgend einer. Reihenfolge.

Die Determinante £ + a;oa;l A a;." ist aber unter dieser

Voraussetzung nach (4) gleich + X + ¢ a,'. .. ¢,", je nachdem
die Permutation m, m, . . . m, aus der Permutation 01...n
durch eine gerade oder ungerade Zahl von Permutationen zweier
Indices hervorgegangen ist. Setzt man demnach fir diese Deter-
minante ihren angegebenen Werth in die letzte Gleichung, s
erhalt man: = °

T+ elet..er =2+ ao"al‘...a:.zi bbb

Achte Vorlesung.

Ganze homogene Functionen.

Von gleicher Wichtigkeit als die Determinanten sind die Ei-
genschaften der ganzen homogenen Functionen fir die analyti-
sche Geometrie. Diese Eigenschaften, insofern sie in dem Fol-
genden eine Anwendung finden, werden den Gegenstand der ge-
genwartigen Vorlesung bilden.

Es ist eine charakteristische Eigenschaft der ganzen homo-
genen Function:

(y....... e (@, 2, ...2)
von n + | Variabeln x,, «,. .. x, vom pten Grade, dass:
@..... tf (x5, &, . .. &) == [ (xot, Tyt + . . Z,1).

6*
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Denn wenn eine ganze Function (1) der Gleichung (2) ge-
nigt, so ist sie zugleich eine homogene Function.

Die Gleichung (2) hat man als eine identische Gleichung za
betrachten, in welcher die beiden Theile der Gleichung sich nur
ir der Form von einander unterscheiden.

Differenzirt man daher die Gleichung (2) nach ¢, und setat
nach der Differentiation ¢ = 1, so erhilt man die identische
Gleichung: ’

(8) .. pf(@e @, v y) 2= xof'/(%) taf @)+ af (@)
Die zweimalige Differentiation nach ¢ ergiebt, wenn man
wieder ¢ — 1 setzt, folgende identische Gleichung:

() P(p_l)f(%xl! a‘,,)-_x.,’:”/;-i- ‘d’l."+ . 2.2 o-‘l"r—.gw—--l-...

Durch dreimalige, viermalige Differentiation lassen sich aus
(2) in gleicher Weise neue identische Gleichungen herleiten, auf
welche wir weiter kein Gewicht legen, weil wir von ihnen im
Folgenden keine. Anwendung machen werden.

Es seien nun °, @', . . . ¢", n 4 1 gegebene ganze homogene
Functionen der Variabeln x,, z,, . . . x, respective von den Gra-
den p,, p,, . . . p,. Bezeichnet man die Differentialquotienten die-
ser Functionen, nach den n + 1 Variabeln genommen, der Kiirze

. . da 2
wegen mit den Zeichen Toy = %

stem identischer Gleichungen:

so hat man fach (3) das Sy-

Dod® == a4+ a'z, + ... a0z,
®) opa =atxy + ala, 4+ ... alx,

......................

Diese Gleichungen kann man als lineare betrachten, wenn
man die Variabeln xz,, x,, . . . x,. wie sie zu Tage treten, nicht
wie sie in den Functionen ¢, a,,. . . a, und in ihren Differential-
quotienten enthalten sind, als die Unbekannten ansieht. In die-
ser Voraussetzung haben sie die Form der Gleichungen (17) der
vorhergehenden Vorlesung, welche durch Auflasung die Gleichun-
gen (19) ergaben.
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Loset man daher die identischen Gleichungen (5) nach den -

bezeichneten Unbekannten auf, so erhalt man ebenfalls identische
Gleichungen, die wir in folgender zusammenfassen kénnen:

® ... dz,=A4,"pya"+ 4,'pd + ... Al pyat

In ibr haben 4 und 4 :' die Bedeutung einer Determinante
w ihres partiellen Differentialquotienten, namlich:

al, a’, . a,
m.... d= ao‘,a,‘,...a,.‘ , A’-:Ll.i
........... % i
da
%
aO) a.”) an‘*

Die Determinante 4 fithrt den Namen der Determinante
der Functionen @’ o', ... a", aus deren Differentialquotienten
sie zusammengesetzt ist. Sie verschwindet nach (6) fir dasjenige
System Werthe der Variabeln, fir welches die Functionen ver-
schwinden, aus deren partiellen Dl(ferenualquonenten sie zusam-

mengesetzt ist. Man hat daher den Satz:

®.... Wenn a4 1 ganze ‘homogene Functionen von
-eben so vielen Variabeln fiar ein System
Werthe dieser Variabeln verschwinden, so
verschwindet auch die Determinante dieser
Functionen fiir dasselbe System Werthe der
Variabeln.

Durch Differentiation der identischen Gleichung (6) nach z,
erhalt man die ebenfalls identische Gleichung:

a4 n

4+—;xu—-—— 4°pa + A'pal + ... 4 p, a,
' dd4," d4,’ da"

. 0 1 n

+ g D0 @ +Tx,”1“ +-.-——“p..a

Zieht man von dieser Gleichung die mit p, multiplicirte
Gleichung (6) :
A=4 '+ 4,' a,' + ... 4 a
aus der vorhergehenden Vorlesung ab, so erhalt man:

dA S
A(I—Po)'*‘ Exu = Aul aul (pl _"Po) + A an (pn_
o dd,’ . dd,' . d4,"

t ot pd

Po)
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Differenzirt man dagegen die Gleichung (6) nach x;, so er-
halt man, wenn man die mit p, multiplicirte Gleichung (8): -

der letzten
dA
(10) ..

0= Auo a;_° + Au’ al' + “ o A.nn a‘_n

Vorlesung abzieht:

Tz, T = A} ) (p—p) ... 4, ;" (p,— py)

ad,’ | ddy' L2
+?¥Po'a+-¢c—lpna+---+71pu“-

Wenn nun fir ein System Werthe der Variabeln die Func-
tionen ao°, a', . .. a" saimmtlich verschwinden, so erhalt man, da
unter dieser Voraussetzung auch A verschwindet, fir dieses Sy-
stem Werthe aus (9) und (10) die freilich nicht mehr identischen
Gleichungen: :

(1) .

ad
dzy %

I

Au| "u' (o — P+ ... A,;‘ a” (Pa — Po)o.

dA e
E;'”n"'—- 4 ) (po—p) + ... 4, (0, — Do)

deren rechte Seiten verschwinden, wenn p, = p, = .. = p,.
Daraus folgt der Satz:

(19 .. ..

Wenn n 41 ganze homogene Functionen von

eben so vielen Variabeln und von gleichen
Graden fir ein System Werthe der Varia-
beln verschwinden, so verschwinden auch
die Determinanten dieser Functionen und
ihre ersten partiellen Differentialquotien-

ten fir dasselbe System Werthe der Varia-

beln.
Sind dagegen p, == p, =..=p,_,, und von p, verschieden, so
hat man nach (11):
dA —_— n " (p — P )
d_._t-; = a, . Aﬂ» —”T”‘L,
(13 ... ..
dA

(pn— po)
P n n
d_.rl a 1 A“ -— __-‘Bu .

Diese Gleichungen beweisen den Satz:
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(14) .-.. . Wenn von n 4+ 1 ganzen hemogenen Func-
‘tionen eben so vieler Variabeln . n Funec-
tionen von demselben Grade sind, und es
verschwinden alle # 4+ 1 Functionen fir ein
System Werthe der Variabeln, so sind. fir
dieses System Werthe der Variabeln die
partiellen Differentialquotienten der De-
terminante der » 4+ | Functionen proportio-
nal den entsprechenden partiellenDifferen-
tialquotienten der ungleichgradigen Func-
tion. '

Mit derselben Leichtigkeit lasst sich endlich aus den Glei-
chungen (11) der allgemeinere Satz ablesen:

(15 . .. . Wenn von n 4+ 1 ganzen homogenen Func-
: tionen a% a',. .. a" von eben so vielen Varia-
beln dieFunctionen a° @', .. a"'von demsel-

ben Grade sind, und es verschwinden simmt-

liche » 4+ 1 Functionen fiir ein System Wer-

the der Variabeln, so hat man fiar dieses

System Werthe der Variabeln die Gleichun-

gen:
dA dam dam+! dar
- P”Hl-*- Pm-f—l_d;l—_-l— Pnd_x:,

in welchen die AusdrickeP,, P, ,, ... P, un-
abhangig sind von dem hesonderen Werthe
von A.

Wir legen auf diese vier Sitze deshalb ein Gewicht, weil
sie lelren, in dhnlicher Weise, wie Bezout und Sylvester die
Elimmination der Variabeln aus zwei Gleichungen von hdoheren
Graden zurickfihren auf die Elimination der Unhekannten aus
linearen Gleichungen, so, wenigstens in manchen Fillen, wo -die
Theorie noch hinter den Anforderungen zuriickbleibt, die Elimi-
nation der Variabeln aus mehr als zwei Gleichungen ebenfalls
auf .die Elimination der Unbekannten aus linearen Gleichungen
zuriick zu fabren, Die Untersuchungen in der nichsten Vor-
lesung werden Beispiele dazu bieten.
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Zum Schlusse wollen wir eine Anwendung des ersten von
diesen _vier Satzen machen, indem wir die Bedingung suchen,
welche die homogenen Coordinaten von vier Punkten (x,y, z, p,),
(€3 ¥1 24 P1)s (@4 Y2 22 Po)y (@3 Y5 24 py) erfiillen miissen, wenn die-
selben auf irgend einer Ebene:

ux +vy+wztrp=o
liegen sollen.

Diese Bedingungen sind:
ux, + vy, + wz, + rp,=o
ux, + vy, + wz, +rp,=o
o« UZy + vy, + w2y + rp,=—o
uxy + vys + wz; + rp,=o.

Man hat hier also vier lineare homogene Functionen der
Variabeln u, », w, r, welche fir ein System Werthe dieser Va-
riabeln verschwinden. Der Satz (8) giebt die gesuchte Bedingungs-
gleichung:

. Zos Yos Zg» Po
&1y Y15 %, Pv
X2, Y2> 22y P2

Ly Yss Zs, Ps

Man drickt dieselbe durch rechtwinklige Coordinaten der
vier Punkte aus, indem man p, == p, = p, — p, = 1 setzt:

Loy, Yos 2Z» 1
(|7) - &, yl ’ zi; 1
Xy, Y25 2y 1

&y, Y3, 23, |

Aber dieses ist eine andere Form fiir dieselbe Bedingungs-
gleichung, die wir in der ersten Vorlesung unter (18) durch
6 II — o ausgedriickt haben. Um den linken Theil der zuletzt
angefiihrten Gleichung (16) auf die Form von 6 IT zurickzufithren,
hat man mehrere Sitze der siebenten Vorlesung in Anwendung
zu bringen. Derselbe erhalt durch mehrmalige Anwendung des
Stazes (4) schliesslich die Gestalt:
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1, Ty, Yo»r 2
L, 2, ¥, %
1, &y, ¥, 2

1, &3, Ys, 2

Dieser Ausdruck geht durch wiederholte Anwendung des
Satzes (30) dber in:
l) xo; yo’ zo) -
0, x, — Zos Y1 = Yo» Tt — %
’ 0,-??:—-%»!/:—!/0,2:—%’

0, Ty — Xy, Ys — Yo %3 — 3%
und erhilt nach (14) die Gestalt:

&, '—'xo’ Y4 _y(n Zy— 2
— | &y — Ty, Y2 — Yoy 22 — 2,

Ty — Zys Ys — Yyr 25 — %

= —61L

Neunte Vorlesung.

Allgemeine Eigenschaften der Oberflichen
‘ zweiter Ordnung.

Wie mhan die Ebene als den geometrischen Ort eines Puuk-
tes betrachten kann, dessen rechtwinklige Coordinaten einer ge-
gebenen linearen Gleichung geniigen, so werden wir den geo-
metrischen Ort . eines Punktes, dessen rechtwinklige Coordinaten
einer gegebenen Gleichung des zweiten Grades:

f®,y,2) = o
geniigen, eine Oberfliche zweiter Ordnung nennen, und
die gegebene Gleichung die Gleichung dieser Oberflache.

Die Gleichung einer Oberfliche zweiter Ordnung ist hier-
nach aus 10 Gliedern zusammengesetzt, die respective die Facto-
ren haben: &, §*, 2%, yz, zx, 2y, 2, y, z, 1, und jeder dieser Facto-
ren hat seinen Coefficienten. Von diesen 10 Coefficienten kann
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jedoch einer, zum Beispiel der. letzte, auf die Einheit zuriick-
gefilhrt werden, indem man die Gleichung der Oberfliche durch
ihn dividirt. In der auf diese Weise vereinfachten Gleichung
der Oberflache bleiben nur 9 Coefficienten zuriick, die linear in
die Gleichung eingehen und deren Werthe die Natur der Ober-
flache bestinmen. _

Diese 9 Coefficienten kénnen nicht mehr willkiirlich sein;
wenn die Oberfliche durch einen gegebenen Punkt gehen soll,
sie miissen vielmehr der linearen Gleichung geniigen, die man
erhalt, wenn man in der Gleichung der Oberfliche fir die va-
riabeln Coordinaten setzt die Coordinaten des gegebenen Punktes.

Es werden daher 9 solcher Bedingungsgleichungen erfordert,
um die 9 Coefficienten, und dadurch die Oberfliche selbst un-
zweideutig zu bestimmen. Aber nicht jede 9 Punkte bestimmen
die Oberfliche unzweideutig. Denn wenn man die 9 Punkte so
wahlt, dass vou den 9 Bedingungsgleichungen eine oder mehrere
aus den ubrigen folgen, so hat man nicht mehr die hinreichende
Zahl der Bedingungsgleichungen zwischen den 9 zu bestimmen-
den Coefficienten. Daher driicken wir die gemachten Bemerkun-
gen kurz so aus:

Durch 9 beliebig gewihlte Punkte im Raume lasst
sich im Allgemeinen nur eine einzige Oberfliche zwei-
ter Ordnung hindurchlegen, und diese Oberflache-ist
in allen ihren Theilen durch die 9 gewihlten Punkte
unzweideutig bestimmt.

Es bietet sich zunachst die Aufgabe dar: wenn 9 Punkte
einer Oberfliche zweiter Ordnung gegeben sind, einen beliebi-
gen zehnten Punkt der Oberfliche zu construiren, etwa den Punkt,
in welchem eine, beliehbig durch cinen der 9 gegebenen Punkte
gelegte, gerade Linie die Oberfliche schneidet. Diese Aufgabe
hat zwar ihre Losung gefunden in Crelle’s Journal fir Mathema-
tik Bd. 24, p. 36, aber sie entbehrt noch der Einfachheit und
Eleganz, wodurch sich die Auflosung der analogen Aufgabe in
der Ebene durch den Pascal'schen Satz auszeichnet.

Acht beliebig gewihlte Punkte einer Oberfliche zweiter Ord-
nung bestimmen dieselbe nicht vollstandig. Denn die 9. Coefficien-
ten in der Gleichung der Oberfliche brauchen ja nur 8 linearen
Bedingungsgleichungen zu geniigen. Aber es lassen sich durch
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diese 8 Bedingungsgleichungen 8 Coefficienten durch den neunten
ausdrieken, den wir mit 4 bezeichnen wollen, und der ganz will-
kiarlich bleibt.

Sammtliche Ausdricke fir die 8 Coefficienten sind von der
Form « — 4, wo « und g Functionen bedeuten der Coordinaten
der gegebenen 8 Punkte, die mit den 8 Punkten gegeben sind.
Setzt man diese Ausdricke fir die 8 Coefficienten in die Glei-
chung der Oberfliche ein, so hat man die Gleichung der Ober-
flache, welche durch die gegebenen 8 Punkte hindurchgeht, und
die Gleichung selbst stellt sich, wenn man die Glieder zusammen-
fasst, welche unabhangig von 1 sind, ebenso die Glieder, welche
den Factor 4 haben, unter der Form dar:

ez, y,2) — Ay, y,2)=o0.

Diese Gleichung mit dem willkéirlichen Factor 4 umfasst alle
Oberflichen zweiter Ordnung, welche durch die gegebenen 8 Punkte
hindurchgehen. Denn da die Oberflache erst durch 9 Punkte voll-
standig bestimmt ist, so kann map den Factor i immer so be-
stimmen, dass die Oberfliche noch durch einen gegebenen neun-
ten Punkt hindurchgeht.

Die Gleichungen:

Q(-’t,y, z)"_:o" ‘p(x-y! z)=o
stellen zwei Oberflichen zweiter Ordnung dar, von denen jede
durch die gegebenen 8 Punkte hindurchgeht. Sie schneiden sich
in einer Raumcurve, welche ebenfalls durch die gegebenen 8 Punkte
. hindurchgeht. Diese Curve enthalt ausser diesen 8 Punkten noch
unendlich viele andere, die aber alle durch die 8 Punkte be-
stimmt sind und welche auch auf der allgemeinen Oberfliche
aweiter Ordnuug liegen, die durch die gegebenen 8 Punkte ge-
legt ist. Wir driicken diese Bemerkungen als Satz kurz so aus:

Alle Oberflachen zweiter Ordnung, welche durch
8 beliebig gewahlte Punkte des Raumes hindurch-
gehen, gehen im Allgemeinen zugleich durch eine
durch die 8 Punkte bestimmte Raumcurve, in wel-
cher sich je zwei von den genannten Oberflichen
schneiden.

Da diese Raumcurve, in welcher sich zwei Oberflichen zweiter
Ordnung schneiden, durch beliebige 8 in ihr gewahlte Punkte
bestimmt ist, so kann man sich die Aufgabe stellen, einen be-
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tiebigen neunten Punkt der Carve zu construiren. Diese Auf-
gabe ist bisher nicht geldset worden, und es scheint, dass die
Auflésung nicht mehr linear sein kann, das heisst, nicht durch
Construction allein von Ebenen und geraden Linien ausfihrbar.

Sollen hiernach 9 Punkte des Raumes eine- Oberfliche zwei-
ter Ordnung unzweideutig bestimmen, so dirfen sie nicht awf
einer Raumcurve liegen, in welcher sich zwei Oberflichen zwei-
ter Ordnung @ = o und % == o schneiden. Denn durch alle
Punkte dieser Curve geht die ganze Schaar der Oberflichen
@ — A9 = o hindurch, weil die Coordinaten aller Punkte, wel-
che die beiden ersten Gleichungen erfillen, auch der- letzten ge-
niigen. Zugleich sieht man aber auch, dass zur Bestimmung
einer Oberfliche zweiter Ordnung beliebige 8 auf ihr gewahlte
Punkte aequivalent sind mit der durch die 8 Punkte gelegten
Raumcurve, in welcher sich zwei Oberflichen zweiter Ordnung
schneiden.

Ein specieller Fall der Oberflaichen zweiter Ordnung ist ein
Ebenenpaar Denn wenn:

A=90, B=o0
die Gleichungen zweier Ebenen bedeuten, so ist die Gleichung:
AB =

welche ausdrackt, dass der variable Punkt (2, y, z) entweder in
der einen oder in der anderen Ebene liegt, nach der Definition
die Gleichung einer Oberfliche zweiter Ordnung. Diese Ebenen
schneiden eine gegebene Oberfliche zweiter Ordnung f == o in
zwei ebenen Curven, und jede Oberfliche zweiter Ordnuag,
welche durch die beiden ebenen Curven hindurchgeht, stellt
sich unter der Form dar:

f— A4B = o,

so dass, wenn @ —= o die Gleichung irgend einer’ Oberfliche
zweiter Ordnung ist, welche durch die beiden ebenen Curven
hindurchgeht, man Werthe von 2 und g wird bestimmen kdénnen,
dass man identisch hat:

f— A4AB = uo.

Wenn dagegen nur fund 4 gegeben sind, so fithrt die Gleichung
der Oberfliche zweiter Ordnung f — A 4B = o vier in 1B
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steckende willkiirliche Constanten mit sich. Diese Gleichung stellt
eine Oberfliche zweiter Ordnung dar, welche durch die Schanitt-
curve der Ebene 4 = o und der Oberfliche /== o hindurchgeht.
Dass diese Gleichung mit den vier willkiirlichen Constanten aber
alle Oberflichen zweiter Ordnung darstellt, welche durch die ge-
nannte ebene Schnittcurve hindurchgehen, kann man sich unter
der Voraussetzung des Satzes ,,dass die Schniticurve einer Ebene
und einer Oberfliche zweiter Ordnung durch finf Punkte derselben
unzweideutig bestimmt ist, etwa auf folgende Art verdeutlichen,
Die Schnittcurve von 4 = o und [ = o ist aequivalent mit
5 Punkten auf ibr. Soll daher eine Oberflaiche zweiter Ordnung
¢ = o durch diese Schnittcurve hindurchgehen, so hat die Glei-
chung derselben 5 linearen Bedingungen zu geniigen. Sie muss
also noch 4 willkiirliche Constantén enthalten, welchen man solche
Werthe geben kann, dass die Oberfliche noech durch 4 andere
gegebene Punkte des Raumes hindurchgeht. Dieser Bedingung
geniigt aber die angegebene Gleichung f — A 4B =o.

Wenn daher umgekehrt f = o und ¢ — o die Gleichungen
von irgend zwei gegebenen Oberflichen zweiter Ordnung sind,
die sich in einer ebenen Cufve schneiden, welche in der Ebene
A = o liegt, so wird man die vier Constanten in 4B und einen
Factor g immer so bestimmen konnen, dass man identisch hat:

[ — uep = 14B.
Es beweiset dieses den Satz:

Wenn zwei Oberflichen zweiter Ordnung sich in
einer ebenen Curve schneiden, so schneiden sie sich
zugleich noch in einer zweiten ebenen Curve.

Wir werden in einer spiteren Vorlesung iber die Kreis-
schnitte der Oberflichen zweiter Ordnung Gelegenheit haben von
diesem Satze Gebrauch zu machen, nachdem wir jedoch vorher
die oben angegebene Voraussetzung werden bewiesen haben.

Sind nur 7 Punkte einer Oberfliche zweiter Ordnung ge-
geben, so haben die 9 Coefficienten in der Gleichung der Ober-
flache auch nur 7 linearen Bedingungsgleichungen zu geniigen.
Betrachtet man daher in diesen Bedingungsgleichungen 7 Coef-
ficienten als die Unbekannten, und drickt sie, indem man die
Gleichungen aufléset, durch die beiden anderen x und 1 aus,



94 Neunte Vorlesung.

die willkiirlich bleiben, so erhalt man- Ausdricke von der Form
« 4 fx + y1, und die Gleichung der Oberfliche selbst nimmt,
wenn man diese Ausdriicke substituirt, die Gestalt an:

9+ rv+ig=o '

Diese Gleichung mit den beiden willkirlichen Constanten
% und 1 ist der analytische Ausdruck eines ganzen Systemes
Oberflaichen zweiter Ordnung, welche durch die gegebenen
47 Punkte hindurchgehén. Sie ist zusammengesetzt aus den Glei-
chungen :

p=o0, Y=o, =0

von drei Oberflichen zweiter Ordnung, welche sich in den ge-
nannten 7 Punkten schneiden, und stellt, weil sie zwei willkir-
liche Constanten mit sich fibrt, und weil sie erfillt wird far alle
Werthe der Coordinaten, welche den drei letzten Gleichungen
der drei Oberflichen zweiter Ordnung zugleich geniigen, alle
Oberflichen zweiter Ordnung dar, welche hindurchgehen durch
sammtliche Schnittpunkte der drei Oberflichen. Setzt man nun
voraus, dass drei Oberflichen zweiter Ordnung sich in 8 Punkten
schneiden, eine Yoraussetzung, die wir gleich begriinden werden,
so hat man den Satz: '

Alle Oberflachen zweiter Ordnung, welche durch
7 gegebene Punkte des Raumes gehen, gehen zugleich
durch einen durch diese 7 Punkte bestimmten achten
Punkt hindurch.

Hieraus entspringt nun die Aufgabe: wenn 7 Punkte des
Raumes gegeben sind, den achten Punkt zu construiren, in wel-
chem sich drei Oberflichen zweiter Ordnung schneiden, die durch
die 7 gegebenen Punkte hindurchgehen. Eine lineare Con-
struction findet man in Crelle’s Journal far Mathematik Bd. 20,
p- 304—308.

Wenn nach dem Vorhergehenden die Raumcurve, in welcher
sich zwei Oberflaichen zweiter Ordnung schneiden, gegeben ist
durch 8 Punkte in ihr, so ist es nach dem zuletzt angegehenen
Satze einleuchtend, dass zu ihrer Bestimmung nicht solche 8 Punkte
gewihlt werden diirfen, in welehen sich drei Oberflichen zweiter
Ordnung schneiden.



Allgemeine Eigenschaften der Oberflichen zweiler Ordoung. 95

Die Frage nach der Zahl der Schnittpunkte dreier Ober-
flichen zweiter Ordnung:

Py, 2)=0 vy z=0 1y =0,

welche sich nicht in ein und derselben Curve schneiden, ist ein
rein algebraisches Problem, welches dadurch seine Lésung findet,
dass man feststellt, wie viele Systeme Werthe der Variabeln den
angegebenen Gleichungen zu gleicher Zeit geniigen, oder dass
man den Grad der Endgleichung bestimmt, welche aus den drei
Gleichungen durch Elimination von zwei Variabeln hervorgeht.
Da aber der Grad der Endgleichung bei einem ungeschickten
Eliminationsverfahren leicht durch einen uberfliissigen Factor. er-
hoht werden kann, so ist es zweckdienlich die Zahl der Schnitt-
punkte dreier Oberflichen zweiter Ordnung in einem speciellen
Falle festzustellen. Denn kennt man diese Zahl in einem spe-
cielen Falle, und man findet den Grad der Endgleichung gleich
jener Zahl, so kann man versichert sein, dass'die Endgleichung
keinen uberflissigen Factor enthalt. Nun lehrt aber die geometri-
sche Betrachtung, dass drei Ebenenpaare, als specieller Fall dreier
Oberflichen zweiter Ordnung, sich in 8 Punkten schneiden.
Wenn daher das im Allgemeinen einzuhaltende Eliminations-
verfahren schliesslich auch eine Gleichung des achten Grades
giebt, so wird man dadurch den Beweis gefiilhrt haben, dass
iberhaupt drei Oberflichen zweiter Ordnung sich in § Punklen
schneiden. -

Wenn man durch Einfihrung der homogenen Coordinaten

statt der rechtwinkligen, indem man =, £, 2 ezt respective

fir x, y, z, in die gegebenen Gleichungen, und durch Multiplica-
tion mit p* dieselben auf die Form zuriickfibrt:

o, y,2,p)=0,c Y(x,y,2z,p)=0, y1(x,y,2, p)=0o,

in welcher Form die linken Theile der Gleichungen homogene
ganze Functionen des zweiten Grades der vier Coordinaten
z, y, z, p bedeuten, so kommt das erwihnte algebraische Pro-
blem darauf zuriick, durch Elimination von zwei Coordinaten
wus den zuletzt angegebenen drei Gleichungen die in Ricksicht
auf die beiden anderen Coordinaten homogene Endgleichung zu
bestivnnen.
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Aber auch dieses Problem. entbehrt noch der Symmetrie,
deren Aufrechterhaltung in den analytischen Operationen sich
von so grossem Nutzen erweiset. Deshalb erweitern wir das
Problem, indem wir es also ausdricken:

. Die Endgleichung zu bestimmen, welche durch
Elimination von x, y, z, p aus den vier homegenen
Gleichungen hervorgeht:

P, y,2,p)=0, P&, y,2,p)=0, 1(x,¥,2,p) =0,
R=ux+ vy +wz+4+rp=o.

Denn aus der in-u, v, », » homogenen Endgleichung wird, wenn
man setzt: u=v—=—o0, w=p, r — — z, wodurch R identisch
verschwindet, die eine Losung des vorhergehenden Problems er-
halten, und in ahnlicher Weise die iibrigen. Der Grad der in
u, v, w, r homogenen Endgleichung wird folglich gleich der Zahl
der Schnittpunkte der drei Oberflichen zweiter Ordnung sein.

Aber auch das erweiterte algebraische Problem hat seine
geometrische Bedeutung. Denn betrachten wir u, », w, » als die
variabeln Coordinaten einer Ebene, so stellt R — o einen Punkt
dar, und zwar, wenn wir unter z,y, z, p die aus den Gleichun-
gen der drei Oberflichen ¢ = o, 9 =0, 1 = o sich ergebenden
Werthe dieser Coordinaten verstehen, den Schnittpunkt der drei
Oberflichen. Schneiden sich die drei Oberflichen in mehr als
einem Punkte, so wird die durch Elimination der Punktcoordina-
ten hervorgehende Endgleichung in Ebenetcoordinaten das Pro-
duct sammtlicher Schnittpunktgleichungen darstellen, und sich da-
her in lineare Factoren auflésen lassen miissen.

Wir wenden uns nun zu der Ldésung des Problems. Nach
demselhen hat man vier ganze homogene Functionen der Va-
riabeln z, y, z, p, welche fir ein System Werthe dieser Va-
riabeln verschwinden :

e v, 1. R
Die Determinante 4 dieser vier Functionen ist eine homo-
gene Function des dritten Grades in Ricksicht auf die Va-
riabeln und eine homogene Function des ersten Grades in
Riicksicht auf die Ebenencoordinaten u, v, », r. Da die
drei ersten Functionen von gleichem Grade sind, so kommt
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der Satz (14) der vorhergeheaden Vorlesung in Anwendung, nach
welchem man hat :

dd dd

<= T Au=o, d—y"l")»v—o,
dd

——+lm—o, E-i—lr—-o.

Neben diesen vier Gleichungen hat man noch folgende sieben:
Q=0, Y=—o0, =0,
ZR =0, yR=0, zR=—0, pR=o.

Dieses sind im Ganzen 11 lineare und homogene Gleichungen
zwischen den 1] Unbekannten:

o, ¥ 2 P xy, xz, xp, Yz, yp, zp, L

Betrachtet man diese 11 Unbekannten als Variable, so hat man
11 lineare homogene Functionen, welche fiir ein System Werthe
der Variabeln verschwinden, namlich die linken Theile jener
11 Gleichungen. Die Determinante L dieser 11 linearen Func-
tionen verschwindet nach Satz (8) der vorhergehenden Vorlesung.
Man hat daher als Resultat der Elimination:

L = o.

Dass diese Gleichung homogen und vom achten Grade ist
riicksichtlich der Ebenencoordinaten, sieht man sogleich, wenn
man die Determinante Q in der gebrauchlichen Form hinschreibt
mit Angabe der Grade der Componenten. Dadurch ist zugleich
im Allgemeinen der Satz bewiesen:

Drei Oberflichen zweiter Ordnung schneiden
sich in 8 Punkten.

Wenn eine von den drei. Oberflichen in ein Ebenenpaar
dbergeht, so werden jede von diesen Ebenen und die beiden an-
deren Oberflichen si¢ch nur in vier Punkten schneiden konnen,
was wir so ausdriicken:

Zwei Oberflachen zweiter Ordnung und eine
Ebene schneiden sich in 4 Punkten.

Dieser Satz wird durch die Auflosung der folgenden Auf-
gabe auch direct bewiesen:

flesse, Analyl. Geometr. 7
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Die Endgleichung zu bestimmen, welche durch
Eliminationvon «,y, 2, p aus den Gleichungen hervor-
geht: .
9@y zp)=0, Yy zp=0,
=azx+by+cz+dp=0, R=ux+ vy+ wz+ rp=—o.

Man hat hier wieder vier homogene Functionen ¢, ¥, 4, R,
die beiden ersten vom zweiten, die anderen beiden vom ersten
Grade, welche fir ein System Werthe der Variabeln x, y, 2z, p
verschwinden. Die Determinante 4 dieser Functionen ist homogen
und von dem zweiten Grade. Da nun die beiden ersten Func-
tionen von gleichem Grade sind, so hat man nach Satz (lo) det
vorhergehenden Vorlesung:

dd -
—w+lu+ya_;o, —J;I—+lv+yb_o,

Gt imtuc=o, Z5 4ir+pd=o,
und wenn man noch die Gleichungen hinzufigt:
4d=—o, R=o,
so hat man 6 in Ricksicht auf die 6 Unbckannten:
x, 4,2, p, h p

lineare homogene Gleichungen. Das Resultat der Elimination die-
ser Unbekannten aus den 6 Gleichungen wird:

R = o,

eine in den Ebenencoordinaten u, v, w, r homegene Gleichung
des vierten Grades. Der hierdurch bewiesene Satz lasst sich anch
so ausdriicken:

Die Schnittcurve zweier Oberflichen zweiter
Ordnung wird durch eine Ebene in 4 Punkten ge-
schnitten.

Wird von den beiden Oberflichen zweilcr Ordnung die eine
ein Ebenenpaar, so ergiebt sich der Satz:

Eine Oberfliche zweiter Ordnung wird durch
eine gerade Linie in 2 Punkten geschnitten,

der durch die Auflésung folgender Aufgabe auch direct bewiesen
wird: '
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Die Endgleichung zu bestimmen, welche aus der
Elimination von «, y, 2z, p aus den Gleichungen heér-
vorgeht:

oz, y 2 p) =o, A=azx+by+cz+dp=o,
B=ax+By+yz+dp—0, R=ux+vy+wz+rp=—o.

Es verschwindet nach Satz (8) der vorhergehenden Vorlesung die
in 2, y, 2, p lineare homogene Determinante 4 der Functionen
9, 4, B, R, welche in Riicksicht auf u, », w, » linear und home-
gen ist, fir das System Werthe der Variabeln, welches den an-
gegebenen vier Gleichungen geniigt. Daher hat man die vier
linearen Gleichungen:

4d=0, A=0, B=0, R=o,

aus welchen durch Elimination der Variabeln die in u, », », r
homogene Gleichung:

= 0

des zweiten Grades hervorgeht, welche analytisch das 'Schnitt{
punktenpaar der Oberfliche zweiter Ordnung @ = o und der bei-
den Ebenen 4 =a, B= o darstellt.

Zehnte Vorlesung.

Pole und Polarebenen der Oberflichen zweiter
Ordnung.

[ ]

Wir gehen von der durch Einfihrung der homogenen Coor-
dinaten x, y, z, p statt der rechtwinkligen Coordinaten homogen
gemachten Gleichung zweiten Grades:

() I flx,y,z,p)=0

als dem analytischen Ausdruck fir die Oberflichen zweiter Ord-

nung aus. Wir bringen dieselbe in Verbindung mit den Glei-

chungen einer geraden Linie, die durch irgend zwei Punkte

0 und 1 in ibr, deren Coordinaten wir mit. den angehingten In-
7*
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dices 0, 1 bezeichnen, bestimmt ist, namlich nach (i) der sechs-

ten Yorlesung:
r=z,4+ Ax,

¥y = Y + Ay,
z = z, 4+ Az,,
p=p,+ ip,.

Diese Coordinaten x, y, z, p, wenn sie der Gleichung der Ober-
flache (1) genagen, sind die Coordinaten des Schnittpunktes der
Oberfliche und der geraden Linie. Man hat daher zur Bestim-
mung von i fur den Schnittpunkt die Gleichung:

@..... flxoe+ Az, yo + Ayy, 2 + A2y, po + Ap)) = 0.

Da diese Gleichung aber in 1 eine quadratische ist, so er-
kennt man darin einen zweiten Beweis, dass die gerade Linie
die Oberflache zweiter Ordnung in zwei Punkten schneidet. Die
Coordinaten «, y, z, p des einen oder des anderen Schnittpunktes
erbalt man aus (2), indem man die eine oder die andere Wurzel
fir A setzt. Da die quadratische Gleichung entweder zwei reelle
oder zwei imaginire Wurzeln hat, so wird dem gemiss die ge-
rade Linie die Oberfliche zweiter Ordnung entweder in zwei
reellen oder in zwei imagindren Punkten schneiden. Das Ver-
haltniss der beiden Wurzeln ist das anharmonische des Schnitt-
punktenpaares zu dem gegebenen Punktenpaar. Die Bedin-
gung, dass das Schnittpunktenpaar harmonisch sei zu dem ge-
gebenen, ist daher das Verschwinden der Summe der beiden
Wurzeln.

Um diese Bedingung auszudriicken, cntwickeln wir die Glei-
chung (3) mit Hilfe des Maclaurin’schen Satzes nach &€otenzen
von A, wodurch die Gleichung die Gestalt erhilt:

@®......... foo+ 240 + 2¥f1, =00,

wenn.

Uno = 2f (oo pp) = 2ol (@) + 1o o) + 5 (2 + pol (0D

Ui = U@y zop) = af @)+ 1w + 1l (@) + 5. ),
2for = 2. (@) + 9f (W) + 2/ (z) + pf(p)-
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Die Summe der heidén_Wnrzeln verschwindet allein unter
der Bedingung:

B)eeen.n x,f'(a:.,) + !/:f'(yo) + z,f’(z.,) + Pif'(PO) =0,
welche sich auch so ausdriicken lasst:
®...... a:.,f'(x,) + wf ) + %f(z) + Pof(l’l) =o,

denn der linke Theil dieser Gleichung bleibt bei der Vertauschung
der Indices 0 und 1 mit einander ungeindert, wovon man sich
leicht @iberzeugen kann, wenn man far die Zeichen der Differen-
tialquotienten ihre wirklichen. Ausdriicke setat.

Diese Gleichung ist also dic Bedingung zwischen den Coor-
dinaten zweier Punkte 0 und 1, die stattfinden muss, wenn die
Verbindungslinie derselben die Oberfliche zweiter Ordnung in
_zwei Punkten schneiden soll, die harmonisch sind zu den Punk-

ten 0 und'1. ' ' o

Man nennt zwei Punkte harmonische Pole der Ober-
fliche zweiter Ordnung, wenn ihre Verbindungslinie die
Oberflaiche in zwei Punkten schneidet, die harmonisch sind zu
den beiden Punkten. Die Gleichung (5) oder (6) ist demnach die
einzige Bedingungsgleichung fir ein harmenisches Polenpaar
0 und 1 der Oberfliche {1). Diese Bedingungsgleichung ist linear
und homogen in Ricksicht auf die Coordinaten jedes der beiden
Pole. Deshalb wird der geometrische Ort des einem gegebenen
Punkte 0 zugeordneten harmonischen Poles (x, y, z, p) eine Ebene
sein:

@.eeenn xf'(“‘o) + yf,(yo) + zf’(zo) + Pf'(l’o) == o.

Diese Ebene nennt man die Polarebene des gegebenen
Punktes, oder seine Polare und den gegebenen Punkt den Pol
der Ebené. Die Polarebene eines gegebenen Punktes ist dem-
nach der geometrische Ort des dem gegebenen Punkte zugeord-
neten Poles, oder, anders ausgedriickt, der geometrische Ort
des vierten harmonischen Punktes auf den durch den gegebenen
Punkt gehenden Strahlen.

Bezeichnet man die homogenen Coordinaten der Polarebene
des Punktes 0 mit w,, v,, w,, o, so hat man folgende lineare Re-
lationen zwischen den Coordinaten des Poles und den Coordina-
ten seiner Polarebene:

() I if’(xo) = U, ‘if’(yo) = Yy, %f(zo) = 1,, 4/0(?0) =70
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wodurch die Coordinaten der Polarebene ausgedriickt sind durch
die Coordinaten des Poles, und umgekehrt die Coordinaten des
Poles sich berechnen lassen, wenn die Coordinaten der Polar-
ebene gegeben sind. Da imf letzteren Falle die Coordinaten der
Polarebene beliebige Werthe erhalten kdnnen, so sieht man,
dass jede beliebige Ebene die Polarebene eines durch die Ebene
‘bestimmten Punktes ist, gleich wie jeder Punkt des Baumes seine
Polarebene hat. -

Wenn man auf der Polarebene (7) des Punktes 0 einen be-
liebig gewahlten Punkt 1 fixirt, so hat man nach dem Vorher-
gehenden die Relation (6). Die Gleichung der Polarebene des
Punktes 1:

xf (@) + yf ) + 2 (=) +of(p) =0
wird hiernach erfillt, wenn man fiir die variabeln Coordinaten
die Coordinaten des Punktes 0 setzt, das heisst, die Polarebene
des Punktes 1 geht durch den Punkt 0. Man erkennt hierin
den Beweis des Satzes:

Wenn ein Punkt eine Ebene durchlauft, so dreht

sich seine Polarebene um einen Punkt, den Pol der
Ebene.

Hieraus folgt sogleich ein zweiter Satz:

Wenn ein Punkt eine gerade Linie durchlauft, so
dreht sich seine Polarebene um eine zweite gerade
Linie, die in der Polarebene liegt.

Diese beiden geraden Linien entsprechen einander in der
Weise, dass die Polarebenen der Punkte auf der .einen geraden
Linie sich in der zweiten geraden Linie schneiden. Ein solches
Linienpaar nennt man reciproke Polaren der Oberfliche
zweiter Ordnung und man erkennt leicht, dass jede beliebige ge-
rade Linie im Raume ihre reciproke Polare hat.

Es sind hierdurch zugleich die Mittel geboten mit Leichtig-
keit die umgekehrten Satze zu beweisen, nimlich folgende:

Wenn eine Ebene sich um einen gegebenen Punkt
dreht, so beschreibt der Pol der Ebene die Polarebene
des gegebenen Punktes.

Wenn eine Ebene sich um eine gerade Linie in
ihr dreht, so beschreibt der Pol der Ebene die reci-
proke Polare der geraden Linie.
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Der Pol o liegt von seiner Polarebene bald weiter entfernt,
bald naher, je nach seiner Lage zu der QOberfliche. Er kann
selbst in seine .Polarebene hineinfallen. Die Bedingung, dass er
in seine Polarebene falle, wird aus (7) erhalten, wenn man fir
die variabeln Coordinaten die Coordinaten des Poles setzt, wo-
durch man erhalt f(xy, y,, 2o, p) = 0. Das heisst, wenn der
Pol ein Punkt der Oberfliche zweiter Ordnung wird, so liegt er -
in seiner Polarebene. In diesem Falle hat auch die Polarebene
eine bemerkenswerthe Eigenschaft. Denu wahlt man auf der Po-
larebene des in die Oberfliche fallenden Poles o beliebig einen
Punkt p, so sind o und p harmonische Pole der Oberfliche.
Die gerade Linie op schneidet also die Oberfliche in einem
Punktenpaar, welches harmonisch ist zu dem Punktenpaar o, p.
Von diesem Schnittpunktenpaar fallt aber ein Punkt mit dem
Punkte o zusammen. Es muss daher der andere ebenfalls mit
ihm zusammen fallen. Das heisst die gerade Linie o p schneidet
die Oberfliche in zwei mit o zusammenfallenden Punkten. Eine
solche gerade Linie nennt man Tangente der Oberfliche im
Punkte o. Die Polarebene von o ist demnach der geometrische
Ort der Tangenten der Oberfliche in dem Punkte o.

Der geometrische Ort der Tangenten in einem Punkte o der
Oberfliche zweiter Ordnung ist hiernach eine Ebene, die Tan-
gentenebene der Oberfliche in diesem Punkte. Wir driicken
diese Bemerkungen kurz so aus:

Wenn der Pol ein Punkt der Oberfliche zweiter
Ordnung wird, so wird seine Polarebene die Tangen-
tenebene der Oberflache in diesem Punkte, und um-
gekehrt, der Pol der Tangentenebene eciner Ober-
flaiche zweiter Ordnung ist der Berithrungspunkt.

Die Gleichung (7) ist demnach die Gleichung der Tangenten-
ebene in dem Punkte (z,, y,, %, p,), wenn dieser Punkt in der
. Oberfliche zweiter Ordnung selbst liegt.

Schneidet man die Oberfliche zweiter Ordnung durch eine
Ebene e, deren Pol p sei, und nimmt auf der Schnittcurve beliebig
einen Punkt o an, so geht die Tangentenebene der Oberfliche
im_Punkte o, weil sie Polarebene dieses Punktes ist, durch p, und
die gerade Linie op ist Tangente der Oberfliche. Man hat daher
den Satz: .
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Wenn man den Pol einer Ebene durch eine gerade
Linie verbindet mit irgend einem Punkte der Schnitt-
curve der Ebene und der Oberflache zweiter Ordnung,
so ist diese gerade Linie Tangente der Oberfliche in
dem letzteren Punkte.

Man erhilt daher die Tangenten, die von einem gegebenen
Punkte an eine Oberfliche zweiter Ordnung gelegt werden kén-
nen, wenn man jeden Punkt der Schnittcurve der Polarebene
durch eine gerade Linie verbindet mit dem gegebenen Punkte.
Der geometrische Ort dieser Tangenten ist der Tangenten-
kegel der Oberfliche. Der Tangentenkegel beriihrl also eine
Oberfliche zweiter Ordnung in derjenigen Curve, in welcher die
Polarebene der Spitze die Oberfliche schneidet.

Wir wiederholen die Relationen (8) zwischen den Coordina-
ten x, y, z, p des Poles und den Coordinaten u, », », r der Polar-
ebene der Oberfliche zweiter Ordnung f(z, y, 2z, p) = o:

©...... 3 (@)=u, §fly)=v, I B=mw }f(p)=r

Um die Coordinaten x, y, z, p des Poles auszudriicken,
wenn die Coordinaten w, v, m, r der Polarebene gegeben sind,
hat man diese linearen Gleichungen aufzulésen. Die Auflgsung
ergiebt fiir die Coordinaten des Poles Aysdriicke von der Form:
‘au + bv + ew 4 dr. Setzt man diese Ausdriicke fir x, y, 2z, p
in die homogene Function zweiter Ordnung f(x, y, z, p), so er-
hilt man eine homogene Function F(u, v, w, ) ebenfalls der zwei-
ten Ordnung, welche wir die reciproke Function der Func-
tion f(x, y, z, p) nennen, und welche durch Substitution der Aus-
driicke (9) wieder in die Function f(z, y, z, p) ibergeht.

Man hat daher unter Vermittelung der Substitutionen (9) die
Gleichung:
(1)) I Flu,v,mw,r) = f(x, 9y, 2, p).

Da aber: f(x,y, z, p)=x § [ (x) + y 41 (v) + 24 (2) + p 4 (0},
so hat man ferner:
() ...... Flu,v,m,7) = zu + yv + zw + pr.

Diese heiden Gleichungen (10) und (11) sind identische, wenn
man sich die Werthe von u, v, », r aus (9), oder, wenn man sich
die Werthe von z, y, z, p, wie sie sich durch Auflésung der Glei-
chungen (9) ergeben, substituirt denkt.
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Differenzirt man unter der Jetzteren Annahme die Gleichun-
gen (10) und (11) partiell nach u, S0 erhélt man: .

Fo)=22r@+ %y + Z10 + 227()

dy daz dp
——2{(114 uv+dum+dur ’

d
F()—a:+—u+ +d“ +d—£r.
Dividirt man die erstle Glelchung durch 2 und zieht sie von
der letzten ab, so wird:
}F(4) = a.
Auf diese Weise erhalt man durch Differentiation der Glei-
chungen (10) und (11) .nach u, », », r respective die Gleichungen:

12)....5Fy==z, $F )=y, %F'(w}: z, §F'(n=np
welche nichts anderes sind als die Auflosungen der linearen Glei- ‘

chungen (9). Es verdient bemerkt zu werden, dass sie von der-
selben Form sind, als die aufzulésenden Gleichungen.

Um die der Function f recipque Function F zu bilden, hat
man die Werthe von x, y, z, p der aufgelosten Gleichungen (12)
in f einzusetzen, wodurch man erhalt:

Flu, o mr)=[(F W), §F0), §Fw), §FF).

Aber emfacher und zuglelch auf einem eleganteren Wege
gelangt man zum Ziele durch die identische Gleichung:
Flu,o,m,r) =u.}F(u)+ v.3F' (o) +w.}F'(w) + r. L F(r),
denn die Ausdriicke § F'(u) . . ., aus welchen- der rechte Theil
der Gleichung zusammengesetzt ist, sind durch die Auflgsun-
gen (12) der Gleichungen (9) unmittelbar gegeben.

Es verdient hervorgehoben zu werden, dass die der Func-
tion F reciproke Function wieder die urspringliche f ist. Diese
heiden Functionen, die nach (10) unter Vermittelung der Sub-
stitutionen (9) oder (12) identische werden, stehen hiernach in
solcher Beziehung, dass durch die eine auch die andere gege-
ben ist.

In der Gleichung (10) bedeuteten x, y, z, p die Coordinaten
des Poles, u, v, w, r die Coordinaten der dem Pol zugeordneten
Polarebene. Wenn der Pol die Oberfliche zweiter Ordnung f = o
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durchlauft, so berihrt die Polarebene dieselbe Oberfliche und
ist Tangentenebene der Oberfliche in dem Pol. Fiir diesen Fall
hat man aber nach (10):

Flu,v,w,r)==f(x,y,2,p) =0,

das heisst, wenn eine Ebene Tangentenebene der Oberfliche
zweiter Ordnung f == o ist, so genugen die Coordinaten dieser
Ebene der Gleichung zweiten Grades F(u, v, », r) == o, und um-
gekehrt, wenn die Coordinaten einer Ebene dieser Gleichung ge-
niigen, so ist die Ebene eine Tangentenebene der Oberﬂache
zweiter Ordnung f = o.

"Denkt man sich die Oberfliche zweiter Ordnung f = o
durch ibhre simmtlichen Tangentenebenen erzeugt in gleicher
Weise wie bisher durch Punkte in 1hr so wird man nach der
Analogie die Gleichupg: )

die Gleichung der Oberflache zweiter Ordnung in
Ebenencoordinaten nennen zum Unterschiede von der in
Punktcoordinaten gegebenen Gleichung f(x, y, z, p) = o dersel-
ben Oberfliche. Man versteht also unter der Gleichung einer
Oberfliche zweiter Ordnung in Ebenencoordinaten die Gleichung
zweiten Grades, welche die Coordinaten einer Ebene zu erfiillen
haben, wenn die Ebene Tangeni:enehene der Oberfliche zweiter
Ordnung sein soll. Wie sie aus der gegebenen Glcichung der
Oberfliche zweiter Ordnung in Punktcoordinaten, oder wie aus
ihr wiederum die Gleichung der Oberfliche in Punktcoordinaten
hervorgeht, ist nach dem Vorhergehenden klar.

Um zu einer neuen Form der Function f zu gelangen, stel-
len wir unter Beifiigung eines Factors { = — 1 die Gleichungen
zusammen, welche vorhin dazu dienten die Function £ als eine
Function der Ebenencoordinaten wiederzugeben:

@)+ u.t=o,
VW +v.i=o,
e +mwit=o,
Lfp)+ rit=o,

ux +vy+wz+rp+f.i=o.
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Die linken Theile dieser 5 Gleichungen kann man als lineare
homogene Functionen der 5 Variabeln x, y, z, p, t betrachten,
die fir ein System Werthe dieser Variabeln verschwinden. Die
Determinante 4 dieser 5 Functionen verschwindet nach (8) der
achten Vorlesung fir diese’ Werthe. Man hat daher eine Glei-
chung 4 = o zwischen f und den Ebenencoordinaten, woraus
sich f als eine Function der Ebenencoordinaten ergiebt.

Zur wirklichen Darstellung der Function f in der angedeu-
teten Weise bedarf es der Kenntniss der Function f selbst.
Nehmen wir daher an, dass:

(15) .. . f==ago 2 + a,, 4* + a4, 2* + a3, p*
: +2a, xy+4 2a,, 22+ 2a,52p
+2a,y2+ 2a,,yp+ 20,5 2p,

so wird, indem wir der Bequemlichkeit wegen setzen a,; =a;,:

(@) =apx + a5y + a,z + ap,
Fly) =a0x + a,y + a2 + a,,p,
f(2) =g + a3,y + a,2 + ay,p,
/J(P) =50 & + ay,y + a;,2 + ag,p.

Nl pol

e

Setzt man diese Werthe aber in (14), so erhalt man die gesuchte
Determinante :

: Qyo> Bgy> Bpgs Ggg, U
Bios G5 Brgs Byg5 0

d=|ay, a,, a5, 6,5, W ,
Qg5 8315 Gge> Gg3, T

u, v, mw, r, f+o

und aus der Gleichung 4 = o mit Ricksicht auf (16) der siebenten
Vorlesung wird : ’
aoo’ aot."aoz' a08’ u

. alD’ all’ alf’ au' v
(16) . ... ... Ad.f + | a5, 8y, 0, a5, w| =0,
30> gy Bge, G335 T
%, v, m, r, o |
indem man hat: . -
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aoo’ al)l’ aoz' aoa

a a a a
(17)...‘_ A = o> Gur G Gia

Byo0 B31s Gags Gy
Bz9s Bgys Ggy, Ggy

Da aber die durch Ebenencoordinaten ausgedriickte Function f
nach (10) die Function F ist, so hat man eine zweite Darstellung
der Function F in Determninanteuform:

(3

(1R aot’ aoz’ aos’ u

| Brogr Biys Bpgs Gy, ¥

(18) « . . Flu,v,m, 7)== — — | Gy, Gy, Gyy, gy, W

G305 @yys Bags G35, T

u, v, w, r, /]

Elfte Vorlesung.

Weitere allgemeine Eigenschaften der Ober-
flaichen zweiter Ordnung.

Von der Gleichung der Oberflichen zweiter Ordnung in
Punktcoordinaten am Anfange der neunten Vorlesung ausgehend,
gelangten wir mit Halfe von Pol und Polarebene am Schlusse
der letzten Vorlesung zu einer neuen analytischen Ausdrucksweise
der Oberflichen zweiter Ordnung in Ebenencoordinaten:

Flu,v,w, r)=o,

der Bedingungsgleichung zweiten Grades, welche erfallt wird,
wenn die Ebene (v, v, w, r) Tangentenebene der Oberfliche zwei-
ter Ordnung ist. Eine gleiche Behandlungsweise dieser Glgichung,
wie in der neunten Vorlesung der Gleichung der Oberfliche in
Punktcoordinaten, wird zu analogen Satzen fithren.

Die angegebene Gleichung der Oberfliche zweiter Ordnung
in Ebenencoordinaten ist aus 10 Gliedern zusammengesetzt, von
welchen jedes Glied seinen Coefficienten hat. Da jedoch durch Di-
vision der Gleichung durch einen Coefficienten dieser Coefficient
auf die Einheit zurickkommt, so kann man, ohne die Gleichung
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zu beschrinken, annehmen, dass ein Coefficient gleich 1 sei,
dass also die Gleichung nur 9 Coefficienten enthalte, welche in
linearer Weise in die Gleichung eingeben, und deren Werthe die
Natur der Oberfliche zweiter Ordnung bedingen.

Soll die Oberfliche zweiter Ordnung eine durch ihre Coor-
dinaten gegebene Ebene beriihren, so missen diese 9 Coefficien-
ten der linearen Bedingungsgleichung geniigen, die man erhalt,
wenn man in der Gleichung der Oberfliche fir die Variabeln
setzt die gegebenen Coordinaten der Ebene. Neun solcher Be-
dingungsgleichungen bestimmen die 9 Coefficienten unzweideutig.
Daher hat man den Satz:

Durch 9 beliebig gewihlte Tangentenebenen ist
eine Oberfliche zweiter Ordnung im Allgemeinen
unzweideutig bestimmt.

Acht Tangentenebenen der Oberfliche zweiter Ordnung,
welche 8 linearen Bedingungsgleichungen zwischen den 9 Coef-
ficienten entsprechen, bestimmen deshalb die Oberfliche nicht
vollstandig. Vielmehr lassen sich 8 Coefficienten durch den neun-
ten 1, der willkiirlich bleibt, ausdriicken, und diese Ausdricke,
eingesetzt in die obige Gleichung der Oberfliche zweiter Ord-
nung, geben die allgemeine Form der Gleichung aller Oberflichen
zweiter Ordnung:

- DPu,v,w,r) — A Flu,v,w, r)=o,
welche 8 gegebene Ebenen beriihren.

~ Daraus erhilt man, indem man 4 = o oder = oo setzt, die
Gleichungen:
D wu,v,w,r) =0, T(u,v,w, r)=o0

zweler bestimmten Oberflichen zweiter Ordnung, welche die 8 ge-
gebenen Ebenen berihren. Diese beiden Oberflichen haben un-
endlich viele gemeinschaftliche Tangentenebenen, welche den®
Ebenencoordinaten entsprechen, die beiden Gleichungen zugleich
geniigen. Da aber die Ebenencoordinaten, welche den beiden
Gleichungen zu gleicher Zeit genigen, auch der vorhergehenden
aligemeinen Gleichung geniigen, so hat man den Satz:

Alle Oberflaichen zweiter Ordnung, welche 8 ge-
gebene Ebenen berithren, werden von allen Ebenen
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beriihrt, welche gemeinschaftliche Tangentenebenen
sind zweier dieser Oberflachen. _

Soll daher eine Oberfliche zweiter Ordnung durch 9 Tan-
gentenebenen bestimmt sein, so - diirfen diese nicht zwei Ober-
flichen zweiter Ordnung zugleich beriihren. .

Ein specieller Fall einer Oberfliche zweiter Qrdnung ist ein
Punktenpaar, oder, will man sich eine andere Vorstellung davon
machen, eine in eine gerade Linie ausgeartete Oberfliche, welche
durch die beiden Punkte begrenzt ist. Denn wenn:

A=—o0, B=0

die Gleichungen zweier Punkte bedeuten, so stellt:
AB = o

als eine Gleichung zweiten Grades eine Oberfliche zweiter Ord-
nung dar.

Ist nun F — o die Gleichung einer gegebenen Oberfliche
zweiter Ordnung in Ebenencoordinaten, so hat man den alige-
meinsten analytischen Ausdruck fir die Oberflichen zweiter Ord-
nung, welche von allen Tangentenebenen der gegebenem Ober-
fliche berihrt werden, die entweder durch den einen oder den
anderen Punkt hindurchgehen:

F— 14B = o.

Mit anderen Worten lasst sich dasselbe also wiedergeben.
Die angegebene Gleichung mit dem willkiirlichen Factor 1
stellt alle méglichen Oberflichen zweiter Ordnung dar, welche
die beiden von den Punkten 4 — o und B -= v ausgehenden
Tangentenkegel der gegebenen Oberfliche F — o ringsum be-
rithren.

Ist daher @ = o die Gleichung einer Oberfliche zweiter Ord-
nung, welche jeden der genannten Tangentenkegel ringsum be-
«itbrt, so wird man immer die Factoren 1 und p so bestimmen
konnen, dass man identisq:h hat:

F— A4AB = uO.

Nimmt man an, F und 4 seien gegeben, so stellt die Glei-
chung F — 14B == 0 mit den vier in A B steckenden willkiir-

lichen Constanten eine Qberfliche zweiter Ordnung dar, welche

den vom Punkte 4 = o ausgehenden Tangentenkegel der Ober-
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fliche F — o ringsum berihrt. Um nachzuweisen, dass jene
Gleichung mit den vier willkiirlichen Constanten alle Oberflichen
zweiter Ordnung umfasst, welche den erwahnten Tangentenkegel
ringsum berithren, bérufen wir uns auf einen Satz, der freilich
erst spater seine Erledigung finden wird , dass der Tangenten-
kegel einer Oberflache zweiter Ordnung selbst eine Oberfliche
zweiter Ordnung ist, welche durch 5 Tangentenebenen unzwei-
deutig bestimmt ist.“ Iliernach ist der vom Punkte 4 = o aus-
gehende Tangentenkegel der Oberfliche ¥ — o aquivalent mit
5 Tangentenebenen desselben. Deshalb sind' zur Bestimmung
der Oberflaiche zweiter Ordnung, welche den Tangentenkegel
ringsum heriihrt, nur 5 Taogentenebenen derselben gegeben.
Da aber eine Oberfliche zweiter Ordnung erst durch 9 Tan-
gentenebenen vollstindig bestimmt ist, so muss die fragliche
Gleichung der Oberfliche zweiter Ordnung noch vier willkirliche
Constanten mit sich fithren. Dieses trifft aber in der That zu.

Wenn daher F — o0 und @ = o die Gleichungen zweier
Oberflichen zweiter Ordonung sind, die den von dem Punkte
4 = o ausgehenden Tangentenkegel gemeinsam haben, so wird
man p und die vier in A B steckenden Constanten immer so bé-
stimmen konnen, das man identisch hat:

F—u® = 148B.
Daraus ergiebt sich der Satz: .

Wenn zwei Oberflachen zweiter Ordnung von
demselben Tangentenkegel zweiter Ordnung rings-
um berihrt werden, so werden sie gleichzeitig von
einem zweiten gemeinschaftlichen Tangentenkegel
zweiter Ordnung ringsum beriihrt.

Sind nur 7 Tangentenebenen einer Oberfliche zweiter Ord-
nung F = o durch ihre Coordinaten gegeben, so hat man zwi-
schen den Coefficienten in der Gleichung der Oberfliche auch nur
7 lineare Bedingungsgleichungen, mittels welcher sich 7 Coeffi-
cienten durch die beiden anderen i und p, die willkiirlich blei-
ben, ausdriicken lassen. Setzt man diese Ausdriicke in die Glei-
chung F = ¢ der Oberfliche ein, so erhalt man die allgemeinste
Form der Gleichung der Oberfliche zweiter Ordnung, welche die

7 Ebenen beriihrt :
D+ x¥ 4 1X=o0.
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Da diese Gleichung aber zusammengesetzt ist aus den Glei-
chungen der drei Oberflichen zweiter Ordnung:
P=—=0, =0, X=o,

so wird sie erfillt fir jedes Systent der Ebenencoordinaten,
welches den drei Gleichungen zugleich geniigt. Das heisst die
gemeinsamen Tangentenebenen der drei Oberflichen sind zugleich
Tangentenebenen der allgemeinen Oberfliche zweiter Ordnung,
welche die 7 Ebenen ber@hrt. Die drei Oberflichen zweiter Ord-
nung werden aber, wie wir sogleich nachweisen werden, von
8 Ebenen zugleich berithrt. Da von diesen 8 Ebenen 7 die ge-
gebenen sind, denn die angegebenen drei Oberflichen sind spe-
cielle Fille der allgemeinen Oberfliche zweiter Ordnung, so hat
man den Satz:

Alle Oberflachen zweiter Ordnung, welche 7 ge-
gehene Ebenen berithren, berahren aberdies eine
durch die 7 Ebenen bestimmte achte Ebene.

Wenn daher zur Construction einer Qberfliche zweiter Ord-
nung 8 solche Ebenen gegeben sind, so vertreten sie pur die
Stelle von 7 Ebenen.

Die Bestimmung der dreien Oberflichen zweiter Ordnung
gemeinschaftlichen Tangentenebenen fithrt auf die rein algebrai-
sche Aufgabe:

Die Endgleichung zu bestimmen, welche durch
Elimination der Variabeln u, v, w, » aus den vier he-
mogenen Gleichungen hervorgeht:

=9, =90, X=—o0,
R=ux 4+ vy+wz+4+rp=—o.

Denn die Endgleichung wird das Product der Gleichungen
sammtlicher gemeinsamen Tangentenebenen sein in Punktcoordi-
naten ausgedrackt.

Diese Aufgabe sowie die folgenden, sind bereits in der neun-
ten Vorlesung mit Vertauschung von Punkl- und Ebenencoordina-
ten gelost worden. Wir entnehmen daraus, dass die homogene
Endgleichung in Punktcoordinaten vom achten Grade ist, wodurch
der Sa